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UVOD U MATEMATIČKO MODELIRANJE
Matematičko modeliranje je
postupak opisivanja realnog sustava matematičkim jednadžbama
s ciljem razvoja i uporabe matematičkog modela
za kasnije analize, projektiranja i optimiranja
sustava za koji je model izrađen.
Matematički model opisuje sustav pomoću skupova varijabli i jednadžbi, koje opisuju
odnose među varijablama.
Sustav je apstraktna/zamišljena cjelina, za koju smatramo da nema interakcija s
okolinom nego je izolirana i egzistira kao nezavisna. Najčešće je sustav definiran
matematičkim relacijama između ulaznih i izlaznih veličina (npr. skupom jednadžbi,
neuralnim mrežama, neizraženom “fuzzy“ logikom, itd.).
Varijable u modelu predstavljaju neka svojstva sustava (npr. T, p, q, xs.t., cA, ν, µ, ρ).
U modelu mogu postojati različiti tipovi varijabli, pa tako one mogu biti:
- ulazne i izlazne,
- zavisne i nezavisne,
- varijable stanje i
- slučajne varijable.
Budući da može biti više varijabli unutar svakog od navedenih tipova, varijable
uobičajeno predstavljamo vektorima.
Modeli se sastoje od varijabli, koeficijenata i matematičkih operatora.
Matematički modeli mogu biti:
1) Linearni i nelinearni
-
Ako jednadžbe modela pokazuju linearnost u grafičkom predstavljanju
promjene varijable, modele smatramo linearnim, i obrnuto.
-
Nelinearne modele radi pojednostavljenog prikazivanja možemo
linearizirati. Tada oni gube na točnosti, ali na jednostavan način prikazuju
promjene i međusobne zavisnosti među varijablama.
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2) Deterministički i stohastički
-
Deterministički su oni modeli u kojima je svaki skup varijabli točno određen
parametrima u modelu i skupovima prethodnih stanja ovih varijabli. Za
jedan skup vrijednosti rezultat je uvijek isti.
-
Stohastički modeli sadrža u sebi slučajnosti, a stanja varijabli nisu opisana
točno određenim jedinstvenim vrijednostima nego raspodjelom vjerojatnosti
(npr. različite mase jabuka u studentskom restoranu tijekom godine →
prosjek)
3) Statički i dinamički
-
Statički su modeli matematički opisi sustava u stacionarnom stanju, gdje su
vrijednosti ulaznih i izlaznih varijabli konstantne, ali ne nužno i jednake
jedne drugima. Budući da nema promjena varijabli njihova je derivacija
jednaka nuli i one ne zavise o vremenu.
-
Dinamički modeli, za razliku od statičkih, ovise o vremenu pa su promjene
varijabli prikazane kao derivacije po vremenu odnosno kao diferencijalne
jednažbe.
4) Diskretni/diskontinuirani i kontinuirani
-
Diskretni modeli ne uzimaju u obzir vrijeme, a promjene veličina
prikazujemo histogramom jer su vrijednosti varijable međusobno
nepovezane i nezavisne (npr. mjerenje visine u populaciji slučajnim
redosljedom, po abecedi, starosti, itd.).
-
Kontinuirani modeli prikazuu se kao funkcija vremena, f(t) i varijable se
mijenjaju tijekom vremena.
5) Deduktivni, induktivni i tzv. 'plivajući'
-
Deduktivni model čini logična struktura utemeljena na teoriji i zaključivanju.
-
Induktivni modeli izrastaju iz mjerenja i dokaza.
-
Plivajući modeli se temelje na prizivanju ili procjeni očekivanih odnosa
među varijablama (npr. teorija katastrofe).
Problemi matematičkog modeliranja često se svrstavaju u modele crne kutije i
modele bijele kutije. Kada su veze među varijablama nepoznate govorimo o modelu
crne kutije.
Što je više veza među varijablama poznato, to će model biti točniji. Stoga je nekada
korisno u model ugraditi selektivne informacije na temelju intuicije, iskustva, stručnog
mišljenja ili uvjerljivosti matematičkog izraza.
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Što je više varijabli i veza među njima obuhvaćeno modelom, to je model složeniji i
njegova uporaba je manje jednostavna. Složeniji modeli su često precizniji od
jednostavnih i zato je potrebno odrediti željenu točnost modela i tako odabrati
prikladnu razinu složenosti. Gdje god jemoguće, treba koristiti jednostavnija rješenja
(Occam-ova britvica: na požarištu uzrok gorenja stabla može biti grom iz vedra neba
ili vatra s okolnih površina).
Svaki model, koji nije model bijele kutije, sadrži parametre koji mogu biti
prilagođavani za što vjerniji prikaz sustava. Ako se za modeliranje koriste neuralne
mreže, optimiranje parametara se naziva treningom ili učenjem sustava.
Najčešće se za modeliranje koriste matematičke funkcije i parametre optimiramo
aproksimacijom ili interpolacijom neke krivulje.
Važan dio matematičkog modela je validacija ili procjena modela, kojom se
provjerava da li model opisuje sustav točno ili ne.
1) Najjednostavniji način validacije je provjera sličnosti ili preklapanja izlaznih
vrijednsoti iz modela i eksperimentalnih podataka.
2) Drugi je način odvajanje podataka u skup za učenje ili treniranje i skup za
predviđanje ili verifikaciju. Skup za učenje služi za procjenu parametara
modela. Ova se praksa u statistici naziva unakrsnom validacijom.
3) Korisno je za procjenu odela odrediti dopušteno odstupanje ili točnost.
4) Prikladnost parametara provjerava se češće i radije nego prikladnost
samog matematičkog modela. Zato postoji više statističkih analiza za
testiranja parametara u modelu nego za testiranje različitih diferencijalnih
jednadžbi koje su umodelu korištene.
5) Procjena svrhovitosti modela daje informacije o primjenjivosti modela u
pojedinim situacijama. Na različitim skupovima podataka provjerava se
podudarnost izlaznih vrijednosti iz modela i realnog sustava. Interpolacijom
različitih skupova vrijednosti procjenjuje se svrhovitost ili upotrebljivost modela
u različitim područjima.
6) Budući da je svrha modeliranja poboljšanje razumijevanja sustava, vrijednost
modela nije samo u poklapanju s eksperimentalnim vrijednostima već i model
mora imati i sposobnost ekstrapoliranja (predviđanja) novih situacija ili
vrijednosti, osim onih ugrađenih u model.
Matematičko modeliranje je općenito prepoznatljivo kao proces primjene
matematike na realni sustav radi mogućnosti sagledavanja/spoznavanja kasnije
potrebnih informacija. Modeliranje ne mora nužno riješiti problem, ali će vjerojatno
rasvijetliti problem i pojasniti promatranu situaciju.
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Slika 1. Odnos sustava i matematičkog opisa u procesu modeliranja
Ref.: Ronda, Erlina; „What is mathematical modeling“, http://math4teaching.com/2011/04/16/what-is-mathematical-modeling/
[23.10.2011.]
Postoje četiri vrlo česta pristupa matematičkom modeliranju:
1) Empirijsko modeliranje – uključuje ispitivanje podataka vezanih za problem
konstruiranjem matematičkih ovisnosti između varijabli pomoću raspoloživih
podataka.
2) Simulacijsko modeliranje – podrazumijeva uporabu računalnih programa ili
drugih tehnoloških alata za stvaranje scenarija utemeljenog na skupu pravila.
Ova pravila određuju kako će se određeni proces razvijati.
3) Determinističko modeliranje – podrazumijeva uporabu jednadžbe ili skupa
jednadžbi za modeliranje ili predviđanje izlaznih vrijednsoti iz događaja ili
sustava.
4) Stohastičko modeliranje – ide korak dalje od determinističkog i pri kreiranju
matematičkih jednadžbi uzima u obzir i slučajnost i vjerojatnost da će se neki
događaj ostvariti. Postoje situacije u kojima ne možemo sa sigurnošću znati da
li će se nešto dogoditi ili ne, ali postoji određena vjerojatnost.
Matematičko modeliranje je kolekcija općenitih principa, koji su dokazani kao
korisni, u primjeni matematičkih 'know-how' postupaka za analiziranj problema u nematematičkim disciplinama.
Primjena poznatih fizikalnih zakona pri konstruiranju matematičkih modela jedna je
od najčešćih metoda u znanosti inženjerstvu.
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Principi matematičkog modeliranja:
1) Imenovanje poznatih i nepoznatih vrijednosti varijabli koje opisuju problem.
2) Identificiranje/opisivanje odnosa između poznatih i nepoznatih varijabli u
modelu. Ovi odnosi određeni su fizikalnim zakonima, intuicijom, iskustvom ili
na neki drugi način.
3) Procjena utjecaja bilo koje pretpostavke ugrađene u model o odnosu među
varijablama.
4) Opisno rješenje problema – mora biti razumljivo svakome tko je u stanju
razumjeti opis problema.
Primjena ovih principa temelj je modeliranja i može biti podijeljena na sedam koraka:
1) Potpuni detaljni opis problema koji treba biti riješen.
2) Imenovanje poznatih i nepoznatih varijabli koje se pojavljuju u sustavu.
3) Opisivanje veža među varijablama u sustavu.
4) Eksplicitno navođenje svih pretpostavki ugrađenih u model.
5) Potpuni, detaljan opis matematičkog problema koji treba biti riješen.
6) Rješavanje matematičkog problema.
7) Izvješće o rješenju matematičkog problema i rasprava o utjecaju svih
pretpostavki u modelu.
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Slika 2. Shema povezanosti industrijskog procesa i matematičkog
matematičkog modeliranja
Ref.: Mathematical process optimization , http://www.frankfurt-consulting.de/English/optimierung_us.htm
consulting.de/English/optimierung_us.htm, [23.10.2011.]
Matematički
ki modeli najčešće
najč
e služe za optimiranje procesa koji opisuju. Postoji
nekoliko vrsta optimiranja
optimiranj pomoću matematičkog modela:
1) Nelinearno optimiranje
-
Koristi se u kontinuiranom optimiranju, a primjenjuje se za nalaženje
optimuma raspodjele i to kao aproksimacija emprijiskih distribucija
vrijednosti varijable koju optimiramo
2) Račun vjerojatnosti
3) Prognoziranje
iranje optimuma
4) Matematička
ka statistika
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Slika 3. Shema matematičkog modeliranja
Ref.: Daniel Maki & Maynard Thompson; Indiana University
;
http://www.indiana.edu/~hmathmod/modelmodel.html [23.10.2011.]
The
Mathematical
Modeling
Cycle,
NAPOMENA: Slike 1-3 preuzete su iz strane literature dostupne putem web stranica, a na
predavanjima su prevedene na hrvatski jezik.
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