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ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
ΘΕΜΑΤΑ
ΘΕΩΡΙΑΣ
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο
ΤΑ ΒΑΣΙΚΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ ΣΧΗΜΑΤΑ
ΘΕΜΑ 1ο
Τι καλείται μέσο ενός ευθυγράμμου τμήματος και τι ισχύει γι’αυτό ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Μέσο ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ ονομάζεται ένα εσωτερικό του σημείο Μ τέτοιο, ώστε
ΑΜ=ΜΒ= .Δεχόμαστε ότι κάθε τμήμα έχει μοναδικό μέσο.
ΘΕΜΑ 2ο
Τι καλείται διχοτόμος γωνίας και πόσες διχοτόμους έχει μία γωνία ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Διχοτόμος μιας γωνίας xÔy λέγεται η ημιευθεία Οδ, που βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνίας
και τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες, δηλαδή xÔδ = δÔy=
Δεχόμαστε ότι κάθε γωνία έχει μοναδική διχοτόμο.
.
ΘΕΜΑ 3ο
Τι καλούμαι εφεξής και τι διαδοχικές γωνίες ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Δύο γωνίες λέγονται εφεξής, αν έχουν κοινή κορυφή, μία πλευρά κοινή και τις μη κοινές
πλευρές εκατέρωθεν της κοινής, π.χ. οι γωνίες xÔy και yÔz είναι εφεξής.
Η γωνία ΑÔΒ είναι εφεξής με τη ΒÔΓ, και η ΒÔΓ είναι εφεξής με τη ΓÔΔ. Οι γωνίες ΑÔΒ,
ΒÔΓ, ΓÔΔ λέγονται διαδοχικές.
ΘΕΜΑ 4ο
Τι καλούμαι συμπληρωματικές ; Τι παραπληρωματικές γωνίες και τι ισχύει για τα
παραπληρώματα και τα συμπληρώματα των γωνιών ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Δύο γωνίες λέγονται συμπληρωματικές αν έχουν άθροισμα μία ορθή γωνία.
Καθεμία από αυτές λέγεται και συμπλήρωμα της άλλης, π.χ. οι γωνίες ΑÔΒ και ΒÔΓ είναι
συμπληρωματικές.
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Δύο γωνίες λέγονται παραπληρωματικές αν έχουν άθροισμα μια ευθεία γωνία.
Καθεμία από αυτές λέγεται και παραπλήρωμα της άλλης .
Προφανώς τα παραπληρώματα ή συμπληρώματα της ίδιας γωνίας (ή ίσων γωνιών) είναι ίσες
γωνίες.
ΘΕΜΑ 5ο
Να αποδείξετε ότι :Δύο εφεξής και παραπληρωματικές γωνίες έχουν τις μη κοινές πλευρές τους
αντικείμενες ημιευθείες και αντίστροφα.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Αν οι εφεξής γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ είναι παραπληρωματικές, το άθροισμά τους ΑÔΓ είναι μία
ευθεία γωνία. Επομένως, από τον ορισμό της ευθείας γωνίας οι πλευρές ΟΑ και ΟΓ είναι
αντικείμενες ημιευθείες.
Αντίστροφα. Αν οι εφεξής γωνίες ΑÔΒ, ΒÔΓ έχουν τις μη κοινές πλευρές τους αντικείμενες
ημιευθείες, τότε από τον ορισμό του αθροίσματος δύο γωνιών προκύπτει ότι το άθροισμα των
γωνιών ΑÔΒ και BÔΓ είναι η ευθεία γωνία ΑÔΓ. Άρα, οι γωνίες ΑÔΒ και ΒÔΓ είναι
παραπληρωματικές.
ΘΕΜΑ 6ο
Τι καλούμαι κατακορυφήν γωνίες ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Δύο γωνίες λέγονται κατακορυφήν, αν έχουν κοινή κορυφή και οι πλευρές της μίας είναι
προεκτάσεις των πλευρών της άλλης.
Π.χ. οι γωνίες xÔy και xÔy' καθώς και οι γωνίες yÔx' και xÔy' είναι κατακορυφήν .
ΘΕΜΑ 7ο
Να αποδείξετε ότι οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεωρούμε τις κατακορυφήν γωνίες xÔy και xÔy' . Παρατηρούμε ότι οι δύο γωνίες είναι ίσες ως
παραπληρώματα της ίδιας γωνίας yÔx'.
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ΘΕΜΑ 8ο
Να αποδείξετε ότι η προέκταση της διχοτόμου μιας γωνίας είναι διχοτόμος της κατακορυφήν
της γωνίας.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω οι κατακορυφήν γωνίες xÔy και xÔy' και η διχοτόμος Οδ της xÔy. Τότε δÔx = δÔγ.
Αν Οδ' είναι η προέκταση της Οδ, τότε Ô1 = δÔx και Ô2 = δÔγ (ως κατακορυφήν) .
Άρα Ô1 = Ô2, δηλαδή η Οδ' είναι διχοτόμος της x'Ôy'.
ΘΕΜΑ 9ο
Να αποδείξετε ότι οι διχοτόμοι δύο εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών είναι κάθετες.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ΑÔΒ και ΒÔΓ δύο εφεξής και παραπληρωματικές γωνίες και ΟΔ, ΟΕ οι διχοτόμοι τους .
Τότε ΑÔΒ + ΒÔΓ = 2∟ ή 2ΔÔΒ + 2ΒÔΕ = 2∟ ή ΔÔΒ + ΒÔΕ = 1∟ ή ΔÔΕ = 1∟ .
Άρα ΟΔ ⊥ ΟΕ.
ΘΕΜΑ 10ο
Πως ορίζεται το τόξο ενός κύκλου ; Πως ορίζεται το εσωτερικό σημείο ενός τόξου ; Τι καλείται
χορδή ; Τι καλείται απόστημα ; Τι καλείται διάμετρος ; Ποια σημεία καλούνται
αντιδιαμετρικά ; Ποια είναι η σχέση της διαμέτρου με την ακτίνα και πόσα κέντρα έχει ο
κύκλος ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ας θεωρήσουμε έναν κύκλο, κέντρου Ο και δύο σημεία του Α και Β . Τα σημεία αυτά χωρίζουν
τον κύκλο σε δύο μέρη. Το ένα βρίσκεται στο ημιεπίπεδο Π1, που ορίζει η
ευθεία ΑΒ, και το άλλο στο Π2.
Καθένα από τα μέρη αυτά λέγεται τόξο του κύκλου με άκρα Α και Β και
συμβολίζεται με ΑΒ Κάθε σημείο ενός τόξου, διαφορετικό από τα άκρα
του λέγεται εσωτερικό σημείο του τόξου.
Για να αναφερθούμε στο ένα από τα τόξα με άκρα τα Α και Β,
χρησιμοποιούμε και ένα εσωτερικό σημείο. Έτσι, τα τόξα του σχ. με άκρα
Α,Β συμβολίζονται με ΑΓΒ και με το άλλο ΑΔΒ.
Το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που ορίζεται από τα άκρα Α,Β ενός τόξου
λέγεται χορδή του τόξου. Η χορδή ενός τόξου λέγεται και χορδή του
κύκλου.
To μοναδικό κάθετο τμήμα ΟΚ που άγεται από το κέντρο Ο προς τη
χορδή ΑΒ λέγεται απόστημα της χορδής.
Μια χορδή που διέρχεται από το κέντρο του κύκλου λέγεται διάμετρος του κύκλου.
Τα άκρα μιας διαμέτρου λέγονται αντιδιαμετρικά σημεία του κύκλου.
Για παράδειγμα, το τμήμα ΕΖ είναι μια διάμετρος του κύκλου και τα σημεία Ε, Ζ είναι
αντιδιαμετρικά σημεία.Είναι φανερό ότι η διάμετρος είναι διπλάσια της ακτίνας και το
κέντρο του κύκλου είναι το μέσο της.
Επειδή το μέσο ενός τμήματος είναι μοναδικό, προκύπτει ότι το κέντρο κάθε κύκλου είναι
μοναδικό.
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ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο
ΤΡΙΓΩΝΑ
ΘΕΜΑ 1ο
Τι καλούμαι κύρια στοιχεία ενός τριγώνου και συμβολίζεται η περίμετρος ενός τριγώνου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Οι πλευρές και οι γωνίες ενός τριγώνου λέγονται κύρια στοιχεία του
τριγώνου.
Ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρεις κορυφές Α, Β, Γ, τρεις πλευρές ΒΓ, ΓΑ,
ΑΒ και τρεις γωνίες ΒΑΓ, ΑΒΓ και ΑΓΒ . Για ευκολία οι πλευρές ΒΓ,
ΓΑ, ΑΒ συμβολίζονται με α, β, γ αντίστοιχα, και οι γωνίες ΒΑΓ, ΑΒΓ
και ΑΓΒ με Α, Β, και Γ .
Το άθροισμα α + β + γ των πλευρών του τριγώνου, δηλαδή η περίμετρός του συμβολίζεται
συνήθως με 2τ. Σημειώνουμε ότι με τ συμβολίζουμε την ημιπερίμετρο του τριγώνου δηλαδή
ΘΕΜΑ 2ο
Ποια είναι τα είδη του τριγώνου ως προς τις πλευρές του ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Συγκρίνοντας τις πλευρές ενός τριγώνου, μεταξύ τους, προκύπτουν
τρία είδη τριγώνων: το σκαληνό, το ισοσκελές και το ισόπλευρο.
Έτσι, ένα τρίγωνο λέγεται:
• σκαληνό , όταν έχει όλες τις πλευρές του άνισες (σχ.2)
• ισοσκελές, όταν έχει δύο πλευρές του ίσες (σχ.3).
Σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ η πλευρά ΒΓ λέγεται
βάση του και το Α κορυφή του,
• ισόπλευρο, όταν έχει όλες τις πλευρές του ίσες (σχ.4).
ΘΕΜΑ 3ο
Ποια είναι τα είδη του τριγώνου ως προς τις γωνίες του ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ένα τρίγωνο, ανάλογα με το είδος των γωνιών του, λέγεται
• οξυγώνιο, όταν έχει όλες τις γωνίες του οξείες (σχ.5),
• ορθογώνιο, όταν έχει μια γωνία ορθή (σχ.6).
Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο η πλευρά που βρίσκεται απέναντι από
την ορθή γωνία λέγεται υποτείνουσα και οι άλλες δύο
λέγονται κάθετες πλευρές του τριγώνου,
• αμβλυγώνιο, όταν έχει μια γωνία αμβλεία (σχ.7).
ΘΕΜΑ 4ο
Ποια είναι και πως ορίζονται τα δευτερεύοντα στοιχεία ενός τριγώνου και πως ορίζεται η
προβολή ενός σημείου σε ευθεία ;
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Οι διάμεσοι, οι διχοτόμοι και τα ύψη ενός τριγώνου λέγονται δευτερεύοντα στοιχεία του.
• Διάμεσος ενός τριγώνου λέγεται το ευθύγραμμο τμήμα που
ενώνει μια κορυφή με το μέσο της απέναντι πλευράς.
Στο σχήμα το ευθύγραμμο τμήμα ΑΜ είναι η διάμεσος που
αντιστοιχεί στην πλευρά α του τριγώνου ΑΒΓ και
συμβολίζεται με μα. Οι διάμεσοι που αντιστοιχούν στις πλευρές
β και γ συμβολίζονται με μβ και μγ αντίστοιχα.
• Διχοτόμος μιας γωνίας ενός τριγώνου λέγεται το ευθύγραμμο
τμήμα της διχοτόμου της γωνίας, από την κορυφή της μέχρι
την απέναντι πλευρά.
Στο σχήμα το ευθύγραμμο τμήμα ΑΔ είναι η διχοτόμος της
γωνίας A του τριγώνου και συμβολίζεται με δα. Οι διχοτόμοι
των γωνιών B και Γ του τριγώνου συμβολίζονται με δβ και δγ
αντίστοιχα.
Ύψος τριγώνου λέγεται το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα, που φέρεται
από μια κορυφή προς την ευθεία της απέναντι πλευράς.
Τα ύψη που φέρονται από τις κορυφές Α, Β και Γ συμβολίζονται
αντίστοιχα με υα, υβ και υγ.
Στο σχήμα το ΑΔ είναι το ύψος από την κορυφή Α.
Το σημείο Δ λέγεται προβολή του Α πάνω στην ευθεία ΒΓ ή
και ίχνος της καθέτου, που φέρεται από το Α στην ευθεία ΒΓ.
ΘΕΜΑ 5ο
Διατυπώστε και αποδείξτε το 1ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεώρημα (1ο Κριτήριο – ΠΓΠ ): Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις
περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα.
ΘΕΜΑ 6ο
Αποδείξτε ότι σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο:
• Οι προσκείμενες στη βάση γωνίες είναι ίσες.
• Η διχοτόμος της γωνίας της κορυφής είναι διάμεσος και ύψος.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (με ΑΒ=ΑΓ). Φέρουμε τη
διχοτόμο του ΑΔ.
Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΔΓ έχουν ΑΒ = ΑΓ, ΑΔ κοινή
και A1 = A2 (ΠΓΠ), επομένως είναι ίσα, οπότε B = Γ
.
Από την ίδια ισότητα τριγώνων προκύπτει ότι ΒΔ = ΔΓ, οπότε η
ΑΔ είναι διάμεσος και Δ1 = Δ2. Από την τελευταία ισότητα και
επειδή Δ1 + Δ2 = 180° προκύπτει ότι Δ1 = Δ2= 90°, οπότε
συμπεραίνουμε ότι το ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου.
ΘΕΜΑ 7ο
Να αποδείξετε ότι οι γωνίες ισόπλευρου τριγώνου είναι ίσες.
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Α
Β
Γ
Αφού το ΑΒΓ τρίγωνο είναι ισόπλευρο άρα όλες οι πλευρές του είναι ίσες άρα ΑΒ = ΑΓ άρα
οι γωνίες Β = Γ αφού όμως είναι ισόπλευρο άρα όμοια ΒΓ=ΑΓ άρα οι γωνίες Α=Β άρα
Α=Β= Γ .
ΘΕΜΑ 8ο
Να αποδείξετε ότι κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήματος ισαπέχει από τα
άκρα του.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ε η μεσοκάθετος ενός τμήματος ΑΒ και Μ ένα σημείο της. Τα
τρίγωνα ΜΚΑ και ΜΚΒ
έχουν ΚΑ=ΚΒ, ΜΚ κοινή και Κ1 = Κ2 = 90° (ΠΓΠ), επομένως είναι
ίσα, οπότε ΜΑ= ΜΒ.
ΘΕΜΑ 9ο
Να αποδείξετε ότι αν δύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα, τότε και οι χορδές τους είναι ίσες.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ΑΒ και ΓΔ δύο ίσα τόξα ενός κύκλου (Ο,ρ) . Τότε είναι ΑÔΒ = ΓÔΔ.
Τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΓΔ έχουν ΟΑ = ΟΓ(= ρ), ΟΒ = ΟΔ(= ρ) και ΑÔΒ =
ΓÔΔ. επομένως είναι ίσα, οπότε και τα τόξα ΑΒ = ΓΔ.
ΘΕΜΑ 10ο
Διατυπώστε και αποδείξτε το 2ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεώρημα (2ο Κριτήριο – ΠΓΠ ) : Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες σε
αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.
Απόδειξη
Έστω ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ') έχουν ΒΓ = Β'Γ', B= B' και Γ= Γ'.
Θα αποδείξουμε ότι έχουν και ΑΒ = Α'Β'. Έστω ότι AB ≠ Α'Β', π.χ. ΑΒ > Α'Β'. Τότε υπάρχει
σημείο Δ στην ΑΒ, ώστε να είναι ΒΔ = Β'Α'. Τα τρίγωνα ΔΒΓ και Α'Β'Γ' έχουν ΒΓ = Β'Γ', ΒΔ =
Β'Α' και B= B', επομένως (ΠΓΠ) είναι ίσα, οπότε ΒΓΔ = Γ'.
Αλλά Γ' = Γ, οπότε ΒΓΔ=Γ που είναι άτοπο, γιατί το Δ είναι εσωτερικό
σημείο της γωνίας ΑΓΒ και επομένως ΒΓΔ < Γ.
Οδηγηθήκαμε σε άτοπο γιατί υποθέσαμε ότι ΑΒ ≠ Α'Β', άρα ΑΒ =Α'Β'.
Τα τρίγωνα, λοιπόν, ΑΒΓ και Α'Β'Γ έχουν ΒΓ = Β'Γ', ΑΒ = Α'Β'
και B = B', άρα (ΠΓΠ) είναι ίσα.
ΘΕΜΑ 11ο
Διατυπώστε και αποδείξτε το 3ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεώρημα (3ο Κριτήριο – ΠΠΠ ): Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία,
τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.
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Απόδειξη
Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' με ΑΒ = Α'Β', ΒΓ = Β'Γ', ΓΑ = Γ'Α' (σχ.17). Αρκεί να
αποδείξουμε ότι A= A΄. Υποθέτουμε ότι τα τρίγωνα είναι οξυγώνια. Θεωρούμε την ημιευθεία
Βx, ώστε ΓBx = B' και σημείο της Δ, ώστε ΒΔ = Α'Β'. Τα τρίγωνα ΔΒΓ και Α'Β'Γ' είναι ίσα,
γιατί έχουν ΒΓ = Β'Γ', ΒΔ = Α'Β' και ΓBΔ= B'. Από την ισότητα αυτή προκύπτει ότι ΓΔ = Γ'Α'
και Δ = A΄.
Επειδή ΒΔ = Α'Β' και Α'Β' = ΑΒ, το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές,
οπότε
A1=Δ1 (1).
Επίσης, αφού ΓΔ = Α'Γ' και Α'Γ' = ΑΓ, προκύπτει ότι
A2= Δ2 (2).
Επειδή τα τρίγωνα είναι οξυγώνια το τμήμα ΑΔ βρίσκεται στο
εσωτερικό των
γωνιών A και Δ, οπότε με πρόσθεση των (1) και (2) προκύπτει
ότι A= Δ.
Επειδή Δ = A΄, έχουμε A= A΄, που είναι το ζητούμενο.
ΘΕΜΑ 12ο
Να αποδείξετε ότι η διάμεσος ισοσκελούς τριγώνου, που αντιστοιχεί στη βάση του, είναι
διχοτόμος και ύψος.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και ΑΔ η διάμεσός του .Τα
τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ έχουν ΑΒ=ΑΓ, ΑΔ κοινή και ΒΔ=ΔΓ, άρα (ΠΠΠ)
είναι ίσα, οπότε A1 = A2, και Δ1 = Δ2. Από τις ισότητες αυτές προκύπτει
αντίστοιχα ότι η ΑΔ είναι διχοτόμος και ύψος.
ΘΕΜΑ 13ο
Να αποδείξετε ότι κάθε σημείο πού ισαπέχει από τα άκρα ενός τμήματος ανήκει στη μεσοκάθετό
του.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ , Μ ένα σημείο, ώστε ΜΑ = ΜΒ και
Κ το μέσο του ΑΒ. Τότε το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ισοσκελές και η ΜΚ
διάμεσός του, οπότε σύμφωνα με το προηγούμενο πόρισμα, η ΜΚ
θα είναι και ύψος δηλαδή η ΜΚ είναι μεσοκάθετος του ΑΒ.
ΘΕΜΑ 14ο
Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που
ισαπέχουν από τα άκρα του τμήματος.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που ισαπέχουν από
τα άκρα του τμήματος είναι η μεσοκάθετος του ευθύγραμμου
τμήματος.
8
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
ΘΕΜΑ 15ο
Να αποδείξετε ότι αν οι χορδές δύο τόξων ενός κύκλου, μικρότερων του ημικυκλίου, είναι ίσες,
τότε και τα τόξα είναι ίσα και ότι οι χορδές δύο τόξων ενός κύκλου μεγαλύτερων του
ημικυκλίου είναι ίσες, τότε και τα τόξα είναι ίσα.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω δύο τόξα ΑΒ και ΓΔ ενός κύκλου (Ο,ρ) μικρότερα του
ημικυκλίου, με ΑΒ = ΓΔ. Τότε τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΓΔ έχουν:
ΟΑ= ΟΓ (= ρ), ΟΒ = ΟΔ (= ρ) και ΑΒ = ΓΔ, άρα (ΠΠΠ) είναι ίσα.
Επομένως, ΑΟΒ = ΓΟΔ, οπότε ΑΒ = ΓΔ.
Αφού τα τόξα ΑΒ=ΓΔ τότε και τα τόξα ΑΔΒ είναι ίσα ΓΒΔ αφού
βρίσκονται στον ίδιο κύκλο ως διαφορές ίσων τόξων .
ΘΕΜΑ 16ο
Να διατυπώσετε όλες τις περιπτώσεις ισότητας τριγώνων .
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν:
• δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες (ΠΓΠ),
• μια πλευρά και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία (ΓΠΓ),
• και τις τρεις πλευρές ίσες μία προς μία (ΠΠΠ).
ΘΕΜΑ 17ο
Να αποδείξετε ότι από σημείο εκτός ευθείας διέρχεται μοναδική κάθετος στην ευθεία.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ευθεία x'x, σημείο Α εκτός αυτής και σημείο Μ της x'x . Αν η ΑΜ είναι κάθετη στην x'x,
τότε το θεώρημα ισχύει ως προς την ύπαρξη της καθέτου. Έστω ότι η
ΑΜ δεν είναι κάθετη στην x'x. Στο ημιεπίπεδο που ορίζει η x'x και
δεν περιέχει το Α θεωρούμε την ημιευθεία Μy ώστε να είναι xΜy =
AM x και πάνω σε αυτή σημείο Β, ώστε ΜΑ = ΜΒ. Επειδή τα
σημεία Α,Β είναι εκατέρωθεν της x'x, η x'x τέμνει την ΑΒ σε ένα
εσωτερικό σημείο, έστω Κ. Αφού ΜΑ = ΜΒ και Μ1 = Μ2, η ΜΚ
είναι διχοτόμος στο ισοσκελές τρίγωνο ΜΑΒ, άρα είναι και ύψος και
επομένως ΑΒ ⊥x'x.
Έστω ότι υπάρχει και άλλη ευθεία ΑΛ κάθετη στην x'x . Τότε τα
τρίγωνα ΑΜΛ και ΒΜΛ είναι ίσα, γιατί έχουν ΜΛ κοινή, ΜΑ = ΜΒ και Μ1 = Μ2, οπότε θα
είναι
και
Λ1 = Λ2. Όμως Λ1= 90°, άρα και Λ2 = 90°, οπότε Λ1 + Λ2= 180° το οποίο σημαίνει ότι τα σημεία
Α,Λ,Β είναι συνευθειακά, δηλαδή η ΑΛ ταυτίζεται με την ΑΚ, που είναι άτοπο.
ΘΕΜΑ 18ο
Ποια κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων προκύπτουν άμεσα από τα κριτήρια ισότητας
τριγώνων;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Επειδή δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μια γωνία ίση, την ορθή, από το 1ο
(ΠΓΠ) και 2ο (ΓΠΓ) κριτήριο ισότητας τυχαίων τριγώνων προκύπτει
άμεσα ότι:
• Δύο ορθογώνια τρίγωνα, που έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες μία
προς μία, είναι ίσα .
• Δύο ορθογώνια τρίγωνα, που έχουν μια κάθετη πλευρά και την
προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία ίσες μία προς μία, είναι ίσα .
9
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
ΘΕΜΑ 19ο
Να αποδείξετε ότι αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και μία οξεία γωνία
αντίστοιχα ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' με A = A'=90°, ΒΓ = Β'Γ'
και B = B'.
Θα αποδείξουμε ότι είναι και ΑΒ = Α'Β'. Έστω ότι ΑΒ ≠ Α'Β' , π.χ. ΑΒ
> Α'Β'. Τότε στην πλευρά ΒΑ υπάρχει σημείο Δ, ώστε ΒΔ = Α'Β'.
Τα τρίγωνα ΔΒΓ και Α'Β'Γ' έχουν ΒΓ = Β'Γ', ΔΒ = Α'Β' και Β = Β',
επομένως είναι ίσα, οπότε θα είναι Δ = Α' = 90°, δηλαδή ΓΔ ⊥ ΑΒ. Έτσι
έχουμε ΓΛ ⊥ ΑΒ και ΓΔ ⊥ ΑΒ που είναι άτοπο (μοναδικότητα
καθέτου). Οδηγηθήκαμε σε άτοπο γιατί υποθέσαμε ότι ΑΒ ≠ Α'Β'. Άρα ΑΒ = Α'Β', οπότε τα
τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' είναι ίσα, γιατί έχουν ΒΓ = Β'Γ', ΒΑ = Β'Α' και Β = Β' (ΠΓΠ).
ΘΕΜΑ 20ο
Να αποδείξετε ότι αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και μία κάθετη πλευρά
αντίστοιχα ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' με A = A' = 90°, ΒΓ = Β'Γ' και ΑΒ
= Α'Β'. Θα αποδείξουμε ότι και B = B'. Στις προεκτάσεις των ΒΑ και
Β'Α' θεωρούμε αντίστοιχα τα σημεία Δ και Δ', ώστε να είναι ΑΔ = ΑΒ
και Α'Δ' = Α'Β'. Τότε η ΓΑ είναι μεσοκάθετος του ΔΒ και η Γ'Α'
μεσοκάθετος του Δ'Β'.
Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι ΓΔ = ΓΒ και Γ'Δ' = Γ'Β'. Από τις
τελευταίες ισότητες και την ΒΓ = Β'Γ' προκύπτει ότι ΓΔ = Γ'Δ'. Έτσι
τα τρίγωνα ΓΔΒ και Γ'Δ'Β' έχουν ΓΔ = Γ'Δ', ΒΓ = Β'Γ' και ΔΒ = Δ'Β'
(ως διπλάσια των ίσων τμημάτων ΑΒ και Α'Β'), επομένως είναι ίσα,
οπότε B = B'. Τότε και τα αρχικά τρίγωνα είναι ίσα (ΠΓΠ).
ΘΕΜΑ 21ο
Να αποδείξετε ότι το ύψος ισοσκελούς τριγώνου που αντιστοιχεί στη βάση είναι διάμεσος και
διχοτόμος της γωνίας της κορυφής.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Συγκρίνω τα ΑΒΔ και ΑΔΓ τρίγωνα αυτά έχουν :
ΑΒ=ΑΓ (από υπόθεση αφού ΑΒΓ τρίγωνο ισοσκελές)
ΑΔ=ΑΔ (κοινή πλευρά)
Δ1=Δ2=90ο (αφού ΑΔ ύψος από υπόθεση)
Άρα από κριτήριο ισότητας ορθογωνίων τριγώνων ς τα τρίγωνα
είναι ίσα (αφού έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μια ) άρα ΒΔ=ΔΓ
άρα Δ μέσο του ΒΓ άρα ΑΔ διάμεσος και αφού πάλι από την ισότητα τριγώνων Α1=Α2 άρα ΑΔ
διχοτόμος της γωνίας Α.
ΘΕΜΑ 22ο
Να αποδείξετε ότι η κάθετος που φέρεται από το κέντρο ενός κύκλου προς μια χορδή του
διχοτομεί τη χορδή και το αντίστοιχο τόξο της.
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ας θεωρήσουμε έναν κύκλο (Ο,ρ), μια χορδή του ΑΒ και την κάθετη ΟΚ
της ΑΒ, που τέμνει τον κύκλο στο σημείο Μ. Επειδή το τμήμα ΟΚ είναι
ύψος στο ισοσκελές
τρίγωνο ΟΑΒ (ΟΑ= ΟΒ = ρ), σύμφωνα με το προηγούμενο πόρισμα είναι
διάμεσος και διχοτόμος, δηλαδή το Κ είναι μέσο του ΑΒ και Ô1 = Ô2.
Αφού Ô1 = Ô2 προκύπτει ότι ΑΜ = ΜΒ.
ΘΕΜΑ 23ο
Να διατυπώσετε όλες τις περιπτώσεις ισότητας ορθογωνίων τριγώνων.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Όλες οι περιπτώσεις ισότητας ορθογώνιων τριγώνων διατυπώνονται συνοπτικά ως εξής:
Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν:
• Δύο ομόλογες πλευρές τους ίσες μία προς μία.
• Μία πλευρά και την προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία.
ΘΕΜΑ 24ο
Να αποδείξετε ότι δύο χορδές ενός κύκλου είναι ίσες αν και μόνο αν τα αποστήματά τους είναι
ίσα.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ορθό. 'Εστω οι ίσες χορδές ΑΒ και ΓΔ ενός κύκλου (Ο,ρ) και ΟΚ, ΟΛ τα
αποστήματά τους αντίστοιχα . Τα τρίγωνα ΚΟΑ και ΛΟΓ,
έχουν Κ = Λ =
90°,
ΟΑ = ΟΓ (= ρ) και ΑΚ = ΓΛ (αφού ΑΒ = ΓΔ). Επομένως είναι ίσα,
οπότε ΟΚ = ΟΛ.
Αντίστροφα. Έστω ότι τα αποστήματα ΟΚ και ΟΛ είναι ίσα. Τότε τα
τρίγωνα ΚΟΑ και ΛΟΓ έχουν Κ = Λ = 90°, ΟΑ = ΟΓ και ΟΚ = ΟΛ, επομένως είναι ίσα, οπότε
AK = ΓΛ ή AB2 = ΓΔ2 ή ΑΒ = ΓΔ.
ΘΕΜΑ 25ο
Να αποδείξετε ότι κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της και
αντίστροφα κάθε εσωτερικό σημείο της γωνίας που ισαπέχει από τις πλευρές είναι σημείο της
διχοτόμου.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ορθό. Έστω μια γωνία xÔy και Μ ένα σημείο της διχοτόμου της Οδ .
Φέρουμε MA⊥Ox και MB⊥Oy. Τότε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΟΜ και
ΒΟΜ είναι ίσα γιατί έχουνA = B = 90°, ΟΜ κοινή και ΜÔΑ = ΜÔΒ,
επομένως ΜΑ = ΜΒ.
Αντίστροφα. Έστω Μ ένα εσωτερικό σημείο της γωνίας. Φέρουμε
MA⊥Ox και MB⊥Oy και υποθέτουμε ότι ΜΑ = ΜΒ. Τότε τα τρίγωνα
ΑΟΜ και ΒΟΜ είναι πάλι ίσα, αφούA = B = 90°, ΟΜ κοινή και ΜΑ=ΜΒ και επομένως ΜÔΑ
= ΜÔΒ, οπότε το Μ είναι σημείο της διχοτόμου Οδ.
ΘΕΜΑ 26ο
Ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που ισαπέχουν από τις
πλευρές μιας γωνίας;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που ισαπέχουν από τις πλευρές
της μίας γωνίας είναι η διχοτόμος της γωνίας αυτής.
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ΘΕΜΑ 26ο
Τι καλείται γεωμετρικός τόπος και ποιους γεωμετρικούς τόπους γνωρίζετε;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Γεωμετρικός τόπος λέγεται το σύνολο όλων των σημείων, που έχουν μια (κοινή)
χαρακτηριστική ιδιότητα.
Οι μέχρι τώρα γνωστοί γ.τ. είναι :
• ο κύκλος είναι ένας γεωμετρικός τόπος, αφού όλα τα σημεία του και μόνον αυτά
έχουν την ιδιότητα να απέχουν μια ορισμένη απόσταση από ένα σταθερό σημείο.
• η μεσοκάθετος ενός τμήματος είναι επίσης ένας γεωμετρικός τόπος, αφού όλα τα
σημεία της και μόνον αυτά έχουν την ιδιότητα να ισαπέχουν από τα άκρα του
τμήματος.
• η διχοτόμος μιας γωνίας είναι ένας άλλος γεωμετρικός τόπος, αφού όλα τα
σημεία της και μόνον αυτά (από τα σημεία της γωνίας) ισαπέχουν από τις πλευρές
της γωνίας.
ΘΕΜΑ 27ο
Πότε δύο σχήματα λέγονται συμμετρικά ως προς ένα σημείο Ο ; Τι καλείται κέντρο
συμμετρίας ; Τι καλείται κεντρική συμμετρία και τι θα συμβεί αν στρέψουμε ένα σχήμα Σ με
κέντρο συμμετρίας Ο κατά 180ο γύρω από το Ο ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Δύο σχήματα Σ, Σ' λέγονται συμμετρικά ως προς ένα σημείο Ο ,αν
και μόνο αν κάθε σημείο του Σ' είναι συμμετρικό ενός σημείου του Σ
ως προς το Ο και αντίστροφα.
Το σημείο Ο λέγεται κέντρο συμμετρίας του σχήματος, που
αποτελείται από τα συμμετρικά ως προς το Ο σχήματα Σ και Σ'.
Δηλαδή ένα σημείο Ο λέγεται κέντρο συμμετρίας ενός σχήματος, όταν
για κάθε σημείο Α του σχήματος το συμμετρικό του Α', ως προς το Ο,
είναι επίσης σημείο του σχήματος.
Ένα σχήμα με κέντρο συμμετρίας λέμε ότι παρουσιάζει κεντρική
συμμετρία.
Aν στρέψουμε ένα σχήμα Σ, με κέντρο συμμετρίας το Ο ,κατά 180ο γύρω από το Ο, θα πάρουμε
ένα σχήμα που θα συμπίπτει με το αρχικό.
ΘΕΜΑ 28ο
Ποια από τα γνωστά μας, μέχρι τώρα σχήματα έχουν κέντρο συμμετρίας;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Από τα γνωστά μας, μέχρι τώρα σχήματα:
• Το ευθύγραμμο τμήμα έχει κέντρο συμμετρίας το μέσο του
(σχ.α).
• Η ευθεία έχει κέντρο συμμετρίας οποιοδήποτε σημείο της
(σχ.β).
• Ο κύκλος έχει κέντρο συμμετρίας το κέντρο του (σχ.γ).
ΘΕΜΑ 29ο
Πότε δύο σχήματα λέγονται συμμετρικά ως προς ευθεία ε ; Τι καλείται άξονας συμμετρίας ; Τι
καλείται αξονική συμμετρία και τι θα συμβεί αν διπλώσουμε ένα σχήμα Σ με άξονα
συμμετρίας ε κατά μήκος του άξονα ;
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Γενικότερα δύο σχήματα Σ, Σ' λέγονται συμμετρικά ως προς την ευθεία ε, αν
και μόνον αν κάθε σημείο του Σ' είναι συμμετρικό ενός σημείου του Σ ως προς
την ε και αντίστροφα.
Η ευθεία ε λέγεται άξονας συμμετρίας του σχήματος που αποτελείται από τα
σχήματα Σ και Σ'.
Δηλαδή μια ευθεία ε λέγεται άξονας συμμετρίας ενός σχήματος, όταν για κάθε
σημείο Α του σχήματος το συμμετρικό του Α', ως προς την ε, είναι επίσης σημείο
του σχήματος.
Ένα σχήμα με άξονα συμμετρίας λέμε ότι παρουσιάζει αξονική συμμετρία.
Αν ένα σχήμα έχει ως άξονα συμμετρίας μια ευθεία ε, τότε η ε χωρίζει το σχήμα
σε δύο μέρη με τέτοιο τρόπο, ώστε, αν διπλώσουμε το φύλλο σχεδίασης κατά
μήκος της ε, τα μέρη αυτά θα ταυτιστούν.
ΘΕΜΑ 30ο
Ποια από τα γνωστά μας, μέχρι τώρα σχήματα έχουν άξονα συμμετρίας;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Από τα γνωστά μας σχήματα
• Το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ έχει άξονες συμμετρίας
τη μεσοκάθετό του μ και τον φορέα του ε (σχ.α).
• Η ευθεία x'x έχει άξονα συμμετρίας κάθε ευθεία ε
⊥ x'x και την ίδια τη x'x (σχ.β).
• Ο κύκλος έχει άξονα συμμετρίας το φορέα δ κάθε
διαμέτρου του ΑΒ (σχ.γ).
• Το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) έχει άξονα
συμμετρίας το φορέα μ του ύψους ΑΔ (σχ.δ).
• Το ισόπλευρο τρίγωνο έχει άξονα συμμετρίας τους
φορείς των τριών υψών του (σχ.ε).
ΘΕΜΑ 31ο
Να αποδείξετε ότι κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι μεγαλύτερη από καθεμία από τις
απέναντι γωνίες του τριγώνου. Ποια πορίσματα προκύπτουν από το παραπάνω θεώρημα ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρουμε τη διάμεσο ΒΔ (σχ.47) και στην
προέκτασή της, προς το Δ, θεωρούμε σημείο Ε, ώστε ΔΕ = ΒΔ. Επειδή το
Ε βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνίας ΓAx έχουμε ΓAΕ Ax = Aεξ. Όμως
τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΕΔΑ είναι ίσα γιατί έχουν:
ΒΔ = ΔΕ, ΑΔ = ΔΓ και Δ1 = Δ2, οπότε Γ = ΓΑΕ.
Από την τελευταία ισότητα και την ΓAΕ Aεξ προκύπτει ότι Aεξ >Γ. Όμοια αποδεικνύεται ότι
και Aεξ> B.
Τα πορίσματα που προκύπτουν από το παραπάνω θεώρημα είναι :
Α) Κάθε τρίγωνο έχει το πολύ μια γωνία ορθή ή αμβλεία.
Β) Το άθροισμα δύο γωνιών κάθε τριγώνου είναι μικρότερο των 180°.
ΘΕΜΑ 32ο
Να αποδείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο απέναντι από άνισες πλευρές βρίσκονται όμοια άνισες
γωνίες και αντίστροφα. Ποια πορίσματα προκύπτουν από το παραπάνω θεώρημα ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με β > γ. Τότε υπάρχει μοναδικό εσωτερικό σημείο
Δ της ΑΓ, ώστε ΑΔ=ΑΒ. Το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με βάση ΒΔ
και επομένωςB1 = Δ1 = ω. Επειδή η ΒΔ είναι εσωτερική ημιευθεία της
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γωνίας B, είναι B > B1 ενώ η Δ1 ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ΒΔΓ είναι μεγαλύτερη από
τη Γ, δηλαδή Δ1> Γ. Έτσι έχουμε B > ω και ω > Γ, επομένως B > Γ.
Αντίστροφα. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με B > Γ. Τότε θα είναι και β>γ, γιατί αν ήταν β = γ ή β<γ
τότε B = Γ ή B<Γ αντίστοιχα, που είναι άτοπο.
Τα πορίσματα που προκύπτουν από το παραπάνω θεώρημα είναι :
(i) Αν μια γωνία ενός τριγώνου είναι ορθή ή αμβλεία, τότε η απέναντι πλευρά της είναι η
μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου.
(ii) Αν ένα τρίγωνο έχει δύο γωνίες ίσες, τότε είναι ισοσκελές.
(iii) Αν ένα τρίγωνο έχει και τις τρεις γωνίες του ίσες, τότε είναι ισόπλευρο.
ΘΕΜΑ 33ο
Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το θεώρημα της τριγωνικής ανισότητας ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεώρημα τριγωνικής ανισότητας : Κάθε πλευρά τριγώνου είναι μικρότερη από το άθροισμα
των δύο άλλων και μεγαλύτερη από τη διαφορά τους.
Απόδειξη
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Θα αποδείξουμε αρχικά ότι α < β + γ
Γι' αυτό προεκτείνουμε την πλευρά ΒΑ, προς το Α,κατά τμήμα ΑΔ
= ΑΓ. Τότε το τρίγωνο ΑΓΔ είναι ισοσκελές και η ΓΑ εσωτερική
ημιευθεία της ΒΓΔ, οπότε έχουμε αντίστοιχα Δ = Γ1 και Γ1< ΒΓΔ.
Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι Δ < ΒΓΔ, από την οποία
σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα
συμπεραίνουμε ότι ΒΓ < ΒΔ ή α < β + γ.
Όμοια προκύπτει ότι β < γ + α και γ < α + β. Από τις ανισότητες αυτές, αντίστοιχα προκύπτει
ότι α > β - γ, αν β ≥ γ ή α > γ - β, αν γ ≥ β,δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις ισχύει το
ζητούμενο. Επομένως:
ΘΕΜΑ 34ο
Να αποδείξετε ότι : Αν δύο πλάγια τμήματα είναι ίσα, τότε τα ίχνη τους ισαπέχουν από το
ίχνος της καθέτου, και αντίστροφα
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ΑΒ και ΑΓ δύο ίσα πλάγια τμήματα και ΑΚ το κάθετο τμήμα .
To τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές και το ΑΚ ύψος του, επομένως θα
είναι και διάμεσος, δηλαδή ΚΒ = ΚΓ.
Αντίστροφα. Έστω ότι ΚΒ = ΚΓ. Στο τρίγωνο ΑΒΓ το ΑΚ είναι
ύψος και διάμεσος, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές δηλαδή ΑΒ = ΑΓ.
ΘΕΜΑ 35ο
Να αποδείξετε ότι : Αν από ένα σημείο εκτός ευθείας φέρουμε το κάθετο και δύο πλάγια
ευθύγραμμα τμήματα τότε:
(i) Το κάθετο τμήμα είναι μικρότερο από κάθε πλάγιο.
(ii) Αν δύο πλάγια τμήματα είναι άνισα, τότε και οι αποστάσεις των ιχνών τους από το ίχνος
της καθέτου είναι ομοιοτρόπως άνισες και αντίστροφα.
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ
(i) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΒ , η γωνία Κ είναι η μεγαλύτερη ως
ορθή. Επομένως η πλευρά ΑΒ είναι η μεγαλύτερη πλευρά του
τριγώνου και, άρα, ΑΒ > ΑΚ.
(ii) Έστω ευθεία ε και σημείο Α εκτός αυτής. Θεωρούμε την κάθετο ΑΚ
στην ε και δύο πλάγια τμήματα ΑΒ, ΑΓ, όπου Β, Γ σημεία της ε .
Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι και τα δύο
ίχνη Β, Γ των πλάγιων τμημάτων ανήκουν στην ίδια ημιευθεία που ορίζει το σημείο Κ.
Ας υποθέσουμε ότι ΚΓ > ΚΒ (σχ.57). Θα αποδείξουμε ότι ΑΓ > ΑΒ.
Αφού το Β είναι μεταξύ των Κ, Γ, η ΑBΓ είναι εξωτερική του
ορθογώνιου
τριγώνου
ΚΑΒ,
επομένως
ΑBΓ > Κ = 1∟,δηλαδή η ΑΒΓ είναι αμβλεία. Στο τρίγωνο ΑΒΓ η
πλευρά ΑΓ βρίσκεται απέναντι από την ΑΒΓ, συνεπώς είναι η
μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου, δηλαδή ΑΓ>ΑΒ.
Αντίστροφα. Ας υποθέσουμε ότι ΑΓ > ΑΒ. Αν ήταν ΚΓ = ΚΒ, τότε θα είχαμε ΑΓ = ΑΒ, που
είναι άτοπο. Αν ΚΓ <ΚΒ τότε τότε θα είχαμε ΑΓ<ΑΒ που είναι άτοπο άρα ΚΓ>ΚΒ .
ΘΕΜΑ 36ο
Ποιες είναι οι σχετικές θέσεις ευθείας και κύκλου πως ορίζονται αυτές ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεωρούμε έναν κύκλο (Ο,R) μια ευθεία x'x και την απόσταση δ = ΟΑ του κέντρου Ο από την
x'x . Μεταξύ των δ και R ισχύει μία από τις σχέσεις:
δ > R, δ = R και δ < R.
 Έστω δ > R. Τότε το Α είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου, οπότε και κάθε άλλο σημείο
Μ της ευθείας είναι εξωτερικό, αφού OM > OA > R. Επομένως, η x'x δεν έχει κανένα
κοινό σημείο με τον κύκλο και λέγεται εξωτερική ευθεία του κύκλου.
 Έστω δ = R. Τότε το Α είναι κοινό σημείο της ευθείας με τον κύκλο, ενώ κάθε άλλο
σημείο Μ της x'x είναι εξωτερικό σημείο του (Ο,R), αφού ΟΜ > ΟΑ= R. Επομένως, η
x'x έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τον κύκλο και λέγεται εφαπτομένη του κύκλου στο
σημείο Α. Το σημείο Α λέγεται σημείο επαφής της ευθείας με τον κύκλο. Επίσης, στην
περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία x'x εφάπτεται του κύκλου (Ο,R) στο σημείο Α. Είναι
φανερό ότι:Η ακτίνα που καταλήγει στο σημείο επαφής είναι κάθετη στην
εφαπτομένη. Η εφαπτομένη του κύκλου σε κάθε σημείο του είναι μοναδική.
 Έστω δ < R . Τότε το Α είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου. Πάνω στην ημιευθεία Αx
θεωρούμε ένα σημείο Μ, ώστε ΑΜ = R. Τότε το Μ είναι εξωτερικό σημείο του κύκλου,
αφού ΟΜ > ΑΜ = R. Έτσι η ημιευθεία Αx, αφού διέρχεται από ένα εσωτερικό σημείο,
το Α, και ένα εξωτερικό, το Μ, είναι φανερό ότι έχει ένα
μοναδικό κοινό σημείο με τον κύκλο, το Β. Όμοια και η
ημιευθεία Αx' έχει ένα κοινό σημείο με τον κύκλο, το Β'.
Επομένως, η x'x έχει δύο κοινά σημεία με τον κύκλο. Στην
περίπτωση αυτή η ευθεία x'x, λέγεται τέμνουσα του κύκλου
και τα κοινά της σημεία με το κύκλο λέγονται σημεία
τομής της με τον κύκλο. Επίσης λέμε ότι η ευθεία τέμνει τον
κύκλο.
Ανακεφαλαιώνοντας έχουμε:
• Αν δ>R, η ευθεία δεν έχει κοινά σημεία με τον κύκλο.
• Αν δ=R, η ευθεία έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τον κύκλο.
• Αν δ<R, η ευθεία έχει δύο κοινά σημεία με τον κύκλο.
Με την μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο αποδεικνύονται και τα
αντίστροφα των παραπάνω συμπερασμάτων.
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ΘΕΜΑ 37ο
Να αποδείξετε ότι μια ευθεία και ένας κύκλος έχουν το πολύ δύο κοινά σημεία και αντίστροφα.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ας υποθέσουμε ότι μια ευθεία ε και ένας κύκλος (Ο,ρ) έχουν τρία κοινά
σημεία, τα Α, Β, Γ . Επειδή ΟΑ= ΟΒ (= ρ) και ΟΒ = ΟΓ (= ρ), οι
μεσοκάθετοι ξ,ζ των ΑΒ, ΒΓ αντίστοιχα, διέρχονται από το Ο. Έτσι από
το σημείο Ο έχουμε δύο διαφορετικές κάθετες στην ε τις ξ, ζ, που είναι
άτοπο.
ΣΧΟΛΙΟ : Από το προηγούμενο θεώρημα προκύπτει ότι τρία οποιαδήποτε σημεία ενός κύκλου
δεν είναι συνευθειακά.
ΘΕΜΑ 38ο
Τι καλούνται εφαπτόμενα τμήματα από ένα σημείο Ρ εκτός κύκλου (Ο,ρ) και τι διακεντρική ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ένας κύκλος (Ο, ρ) και ένα εξωτερικό του σημείο Ρ, θα δούμε ότι
από το Ρ φέρονται δύο εφαπτόμενες του κύκλου. Αν Α, Β είναι τα
σημεία επαφής αυτών με τον κύκλο , τότε τα τμήματα ΡΑ και ΡΒ
λέγονται εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου από το σημείο Ρ και η
ευθεία ΡΟ διακεντρική ευθεία του σημείου Ρ.
ΘΕΜΑ 39ο
Να αποδείξετε ότι τα εφαπτόμενα τμήματα κύκλου, που άγονται από σημείο εκτός αυτού είναι
ίσα μεταξύ τους και κατόπιν να αναφέρετε τα πορίσματα που προκύπτουν από το θεώρημα
αυτό.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Τα τρίγωνα ΑΟΡ και ΒΟΡ έχουν A = Β = 90°, ΟΡ κοινή και
ΟΑ = ΟΒ (= ρ), άρα είναι ίσα, οπότε ΡΑ = ΡΒ.
Τα πορίσματα που προκύπτουν είναι :
Αν Ρ είναι ένα εξωτερικό σημείο ενός κύκλου, τότε η διακεντρική
ευθεία του:
(i) είναι μεσοκάθετος της χορδής του κύκλου με άκρα τα σημεία
επαφής,
(ii) διχοτομεί τη γωνία των εφαπτόμενων τμημάτων και τη γωνία των ακτίνων που
καταλήγουν στα σημεία επαφής.
ΘΕΜΑ 40ο
Ποιες είναι οι σχετικές θέσεις δύο κύκλων από τι εξαρτώνται; Να διακρίνετε περιπτώσεις.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Οι σχετικές θέσεις δύο κύκλων εξαρτώνται από τη σχέση της
διακέντρου με το άθροισμα ή τη διαφορά των ακτίνων τους
Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:
• Κύκλοι χωρίς κοινά σημεία
(i)
Ο κύκλος (Λ, ρ) βρίσκεται στο εσωτερικό του (Κ, R), αν και
μόνο
αν δ
<
R
–
ρ
(σχ.α)
(ii) Οι κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) βρίσκεται ο ένας στο εξωτερικό του
άλλου, αν και μόνο αν δ > R + ρ (σχ.ε).
Εφαπόμενοι κύκλοι
(i) Οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά, δηλαδή έχουν ένα κοινό
σημείο και ο κύκλος (Λ, ρ) βρίσκεται στο εσωτερικό του (Κ,
R), αν και μόνο αν δ = R - ρ (σχ.β).
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(ii) Οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά, δηλαδή έχουν ένα κοινό σημείο και ο ένας βρίσκεται στο
εξωτερικό του άλλου, αν και μόνο αν δ = R + ρ (σχ.δ).
Το κοινό σημείο δύο εφαπτόμενων κύκλων λέγεται σημείο επαφής και είναι σημείο της
διακέντρου.
• Τεμνόμενοι κύκλοι
Οι κύκλοι τέμνονται, δηλαδή έχουν δύο κοινά σημεία, αν και μόνο αν R - ρ (σχ.γ). Το
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που ενώνει τα κοινά σημεία λέγεται κοινή χορδή των δύο κύκλων.
ΘΕΜΑ 41ο
Να αποδείξετε ότι η διάκεντρος δύο τεμνόμενων κύκλων είναι μεσοκάθετος της κοινής χορδής
τους.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω οι κύκλοι (KR) και (Λ,ρ) του και Α, Β τα σημεία τομής τους.
Επειδή ΚΑ = ΚΒ = R, το σημείο Κ είναι σημείο της μεσοκαθέτου του
ΑΒ. Όμοια από την ΛΑ = ΛΒ = ρ προκύπτει ότι και το Λ είναι σημείο
της μεσοκαθέτου του ΑΒ. Άρα, η ΚΛ είναι μεσοκάθετος της κοινής
χορδής ΑΒ του κύκλου.
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Στην περίπτωση που οι τεμνόμενοι κύκλοι (Κ, R) και (Α, ρ) είναι ίσοι,
δηλαδή έχουν R = ρ, τότε και η κοινή χορδή είναι μεσοκάθετος της
διακέντρου.
Πράγματι, επειδή R = ρ, θα είναι ΑΚ = ΑΛ και ΒΚ = ΒΛ. Άρα τα Α
και Β είναι σημεία της μεσοκαθέτου του ΚΑ και επομένως η κοινή χορδή ΑΒ είναι μεσοκάθετος
της διακέντρου ΚΛ.
ΘΕΜΑ 42ο
Πως ορίζεται η κοινή εξωτερική εφαπτομένη και πως η κοινή εσωτερική εφαπτομένη;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Η ευθεία ε του διπλανού σχήματος, που εφάπτεται και στους δύο
κύκλους και τους αφήνει προς το ίδιο μέρος της λέγεται κοινή
εξωτερική εφαπτομένη, ενώ η ευθεία ζ που έχει τους κύκλους στους
οποίους εφάπτεται εκατέρωθεν αυτής λέγεται κοινή εσωτερική
εφαπτομένη.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο
ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ
ΘΕΜΑ 1ο
Ποιες οι σχετικές θέσεις δύο ευθειών στο επίπεδο ; Πως ορίζονται οι παράλληλες ευθείες και
πως συμβολίζονται ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Οι σχετικές θέσεις δυο ευθειών ε1και ε2, οι οποίες βρίσκονται στο
ίδιο επίπεδο, είναι οι παρακάτω:
i) ταυτίζονται (σχ.α),
ii) τέμνονται (σχ.β),
iii) δεν τέμνονται (σχ.γ).
Στην τρίτη περίπτωση οι ευθείες ε1 και ε2 λέγονται παράλληλες,
ώστε:
Δυο ευθείες ε1 και ε2 που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και δεν έχουν κοινό σημείο λέγονται
παράλληλες ευθείες.
Για να δηλώσουμε ότι οι ε1 και ε2 είναι παράλληλες, γράφουμε ε1//ε2.
ΘΕΜΑ 2ο
Να αποδείξετε το παρακάτω θεώρημα : Αν δυο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν δυο
εντός εναλλάξ γωνίες ίσες, τότε είναι παράλληλες.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ότι ω = φ. Αν οι ευθείες ε1, ε2 τέμνονται σε σημείο Γ, η
εξωτερική γωνία φ του τριγώνου ΑΒΓ θα είναι ίση με την
απέναντι εσωτερική γωνία ω, που είναι άτοπο.
Άρα ε1//ε2.
ΘΕΜΑ 3ο
Να αποδείξετε την πρόταση : Αν δυο παράλληλες ευθείες τέμνονται από τρίτη, σχηματίζουν
τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ότι ε1//ε2 και ε μια τέμνουσα .Θα αποδείξουμε π.χ. ότι ω = φ.
Αν οι γωνίες ω και φ δεν είναι ίσες, φέρουμε την Αx ώστε οι γωνίες
xAB και φ να βρίσκονται εκατέρωθεν της ε και να είναι ίσες. Τότε
Αx//ε2γιατί τεμνόμενες από την ΑΒ σχηματίζουν δύο εντός και
εναλλάξ γωνίες ίσες. Κατά συνέπεια υπάρχουν δύο παράλληλες από
το Α προς την ε2, που είναι άτοπο. Άρα ω = φ.
ΘΕΜΑ 4ο
Ποια πορίσματα προκύπτουν από την πρόταση : Αν δυο παράλληλες ευθείες τέμνονται από
τρίτη, σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Αν δυο παράλληλες ευθείες τέμνονται από τρίτη σχηματίζουν
i) τις εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη γωνίες ίσες,
ii) τις εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες παραπληρωματικές.
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ΘΕΜΑ 5ο
Να αποδείξετε ότι : Αν δυο διαφορετικές ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες προς μία τρίτη
ευθεία ε, τότε είναι και μεταξύ τους παράλληλες, δηλαδή αν ε 1//ε
και ε2//ε, τότε ε1//ε2.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Αν οι ε1 και ε2 τέμνονταν σε σημείο Α, θα είχαμε από το Α δύο
παράλληλες προς την ε, που είναι άτοπο. Άρα ε1//ε2.
ΘΕΜΑ 6ο
Να αποδείξετε ότι αν δυο ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες και μία τρίτη ευθεία ε τέμνει τη μία
από αυτές, τότε η ε θα τέμνει και την άλλη. Ποιο πόρισμα προκύπτει από αυτό ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Υποθέτουμε ότι η ε τέμνει την ε1 στο Α. Αν η ε δεν έτεμνε την ε2, θα ήταν
ε//ε2 και έτσι θα είχαμε από το Α δύο παράλληλες προς την ε2, πράγμα
αδύνατο. Άρα η ε τέμνει την ε2.
Πόρισμα : Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε μια από δυο παράλληλες ευθείες, τότε είναι κάθετη
και στην άλλη.
ΘΕΜΑ 7ο
Να αποδείξετε ότι : Αν δυο ευθείες τεμνόμενες από τρίτη σχηματίζουν τις εντός και επί τα αυτά
μέρη γωνίες με άθροισμα μικρότερο από 2 ορθές, τότε οι ευθείες τέμνονται προς το μέρος της
τέμνουσας που βρίσκονται οι γωνίες. Ποιο πόρισμα προκύπτει από αυτή την πρόταση ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω ότι η ε τέμνει τις ε1 ,ε2 στα Α και Β αντίστοιχα και ότι φ + ω
≠ 2∟. Τότε οι ε1 και ε2 δεν είναι παράλληλες, αφού φ + ω ≠ 2∟
. Έστω ότι οι ε1 και ε2 τέμνονται σε σημείο Κ, προς το μέρος της
τέμνουσας, που δεν περιέχει τις γωνίες ω και φ. Τότε, όμως, η
εξωτερική γωνία ω του τριγώνου ΑΚΒ είναι μεγαλύτερη από τη
γωνία A1 δηλαδή ω > A1= 2∟- φ ή ω + φ > 2∟, που είναι
άτοπο. Άρα οι ε1,ε2 τέμνονται προς το μέρος της τέμνουσας που
βρίσκονται οι γωνίες ω και φ.
ΠΟΡΙΣΜΑ:
Η κατασκευή τριγώνου με δοσμένη μία πλευρά και τις δυο
προσκείμενες σε αυτή γωνίες έχει λύση, αν και μόνο αν το άθροισμα των δυο γωνιών είναι
μικρότερο των δυο ορθών.
ΘΕΜΑ 8ο
Πως κατασκευάζουμε ευθεία ε’ παράλληλη προς μία ευθεία ε από ένα σημείο Α εκτός αυτής ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Είδαμε παραπάνω ότι υπάρχει ευθεία ε', η οποία διέρχεται από ένα σημείο Α και είναι
παράλληλη προς γνωστή ευθεία ε. Για την κατασκευή της ε'
φέρουμε από το Α ένα πλάγιο τμήμα ΑΒ προς την ε και
ονομάζουμε φ την οξεία γωνία που σχηματίζει το ΑΒ με την
ε. Μεταφέρουμε τη γωνία φ ώστε να έχει κορυφή το Α, η
μια πλευρά της να είναι η ΑΒ και η άλλη πλευρά της ΑΓ να
βρίσκεται στο ημιεπίπεδο που δεν ανήκει η γωνία φ. Επειδή
ΓAΒ = φ έχουμε ΑΓ//ε, αφού τεμνόμενες από την ΑΒ,
σχηματίζουν δύο εντός και εναλλάξ γωνίες ίσες. Έτσι η ευθεία ΑΓ είναι η ζητούμενη ευθεία ε'.
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ΘΕΜΑ 9ο
Να αποδείξετε ότι δυο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους παράλληλες, μία προς μία, είναι ίσες
αν είναι και οι δυο οξείες ή αμβλείες, ενώ είναι παραπληρωματικές αν η μία γωνία είναι οξεία
και η άλλη αμβλεία.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ας θεωρήσουμε δύο γωνίες xAy και x'Βy' με Αx//Βx' και Αy//Βy',
δηλαδή δύο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους, μία προς μία
παράλληλες. Αν προεκτείνουμε τις Βx' και By' θα τέμνουν τις Αx και Αy
στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα. Έτσι όλες οι γωνίες του σχήματος λόγω
των παραλλήλων θα είναι ίσες με ω ή φ.
Παρατηρούμε ότι:
• Αν και οι δυο γωνίες είναι οξείες είναι ίσες.
• Αν και οι δυο γωνίες είναι αμβλείες είναι ίσες.
• Αν η μία γωνία είναι οξεία και η άλλη αμβλεία ,είναι παραπληρωματικές.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι:
Δυο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους παράλληλες, μία προς μία, είναι ίσες αν
είναι και οι δυο οξείες ή αμβλείες, ενώ είναι παραπληρωματικές αν η μία γωνία
είναι οξεία και η άλλη αμβλεία.
ΘΕΜΑ 10ο
Έστω ε1και ε2 δυο παράλληλες που τέμνονται από ευθεία ε. Να αποδειχθεί ότι
(i) Οι διχοτόμοι δυο εντός εναλλάξ γωνιών είναι παράλληλες.
(ii) Οι διχοτόμοι δυο εντός και επί τα αυτά μέρη γωνιών είναι κάθετες.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
i) Έστω Αx, By οι διχοτόμοι των γωνιών ΔAΒ και ΑΒΓ αντίστοιχα.
Τότε ω = ΔAΒ/2 και φ = ΑΒΓ/2. Αλλά ΔAΒ = ΑΒΓ (ως εντός εναλλάξ).
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι ω = φ. Οι ω και φ όμως είναι εντός
εναλλάξ γωνίες των ευθειών Αx και By με τέμνουσα την ΑΒ. Άρα
Αx//By.
(ii) Αν Αz διχοτόμος της ΜAΒ, τότε Αz ⊥ Αx (ως διχοτόμοι εφεξής και
παραπληρωματικών γωνιών). Αφού Αx//By, θα είναι και Az ⊥ By.
ΘΕΜΑ 11ο
Τι καλείται περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου και τι καλείται περίκεντρο ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Για κάθε τρίγωνο υπάρχει κύκλος που διέρχεται από τις τρεις κορυφές του. Ο κύκλος αυτός
λέγεται περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου και επιπλέον το κέντρο του είναι ένα σημείο
στο οποίο συντρέχουν και οι τρεις μεσοκάθετοι του τριγώνου και λέγεται περίκεντρο.
ΘΕΜΑ 12ο
Να αποδείξετε ότι οι τρεις μεσοκάθετοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο
είναι κέντρο κυκλου που διέρχεται από τις κορυφές του τριγώνου.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Κ, Λ , Μ τα μέσα των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ
και ΑΓ αντίστοιχα. Οι μεσοκάθετοι Κx και Λy των ΑΒ, ΒΓ θα τέμνονται
σε σημείο Ο, αφού τέμνονται οι κάθετες ευθείες τους ΑΒ και ΒΓ. Το Ο
ισαπέχει από τις κορυφές Α και Β αφού ανήκει στη μεσοκάθετο της
πλευράς ΑΒ, δηλαδή ΟΑ=ΟΒ. Επίσης ΟΒ=ΟΓ, αφού το Ο ανήκει στη
μεσοκάθετο της πλευράς ΒΓ. Επομένως ισχύει ότι ΟΑ=ΟΓ, οπότε το Ο θα ανήκει και στη
μεσοκάθετο της ΑΓ. Άρα, ο κύκλος (O,OA) θα διέρχεται από τις τρεις κορυφές του τριγώνου
ΑΒΓ και είναι ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου.
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ΘΕΜΑ 13ο
Τι καλείται εγγεγραμμένος κύκλος στο τρίγωνο και τι καλείται έγκεντρο ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ένας άλλος σημαντικός κύκλος βρίσκεται στο εσωτερικό τριγώνου και εφάπτεται και στις τρεις
πλευρές του , για κάθε τρίγωνο υπάρχει κύκλος με την ιδιότητα αυτή. Ο κύκλος αυτός
λέγεται εγγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου και το κέντρο του, το οποίο λέγεται έγκεντρο, θα είναι το
σημείο τομής των διχοτόμων των γωνιών του τριγώνου.
ΘΕΜΑ 14ο
Να αποδείξετε ότι οι διχοτόμοι των γωνιών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο, το
οποίο είναι κέντρο κύκλου που εφάπτεται και στις τρεις πλευρές του τριγώνου.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και οι διχοτόμοι ΒΕ και ΓΖ των γωνιών
του Β και Γ αντίστοιχα. Οι ΒΕ και ΓΖ τέμνονται σε σημείο I αφού
ΕΒΓ + ΖΓΒ = Β2 + Γ2 < Β + Γ < 2∟
Το Ι ως σημείο της διχοτόμου της θα ισαπέχει από τις πλευρές της
ΒΑ και ΒΓ, δηλαδή ΙΛ = ΙΘ. Ανάλογα το Ι θα ισαπέχει από τις
πλευρές της Γ, δηλαδή ΙΘ = ΙΝ. Επομένως το Ι ισαπέχει από τις
ΑΒ και ΑΓ και θα ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας A.
Τελικά, το Ι είναι το σημείο τομής και των τριών διχοτόμων του τριγώνου. Με κέντρο το Ι και
ακτίνα την κοινή απόσταση του Ι από τις πλευρές του ΑΒΓ, γράφεται κύκλος που εφάπτεται
και στις τρεις πλευρές του τριγώνου.
ΘΕΜΑ 15ο
Πως ορίζεται ο παρεγγεγραμμένος στο τρίγωνο κύκλοςκαι τι καλείται παράκεντρο ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Η ιδιότητα των εσωτερικών διχοτόμων ενός τριγώνου να
διέρχονται από το ίδιο σημείο ισχύει και όταν θεωρήσουμε δύο
εξωτερικές και μία εσωτερική διχοτόμο του τριγώνου. Οι τρεις
αυτές διχοτόμοι τέμνονται σε σημείο το οποίο είναι κέντρο
κύκλου που εφάπτεται στη μία πλευρά του τριγώνου και στις
προεκτάσεις των δύο άλλων. Ο κύκλος αυτός λέγεται
πaρεγγεγραμμένος και το κέντρο του παράκεντρο του
τριγώνου. Σε κάθε τρίγωνο υπάρχουν τρία παράκεντρα, τα οποία συμβολίζουμε Ι α, Ιβ, Ιγ, και
κατά συνέπεια τρεις παρεγγεγραμμένοι κύκλοι
ΘΕΜΑ 16ο
Να αποδείξετε ότι : Οι διχοτόμοι δυο εξωτερικών γωνιών ενός τριγώνου και η ημιευθεία που
διχοτομεί την τρίτη γωνία του τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο, το οποίο είναι κέντρο
κύκλου που εφάπτεται στη μία πλευρά του τριγώνου και στις προεκτάσεις των δυο άλλων.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ας θεωρήσουμε τις διχοτόμους Βx και Γy των δύο εξωτερικών
γωνιών Βεξ και Γεξ αντίστοιχα, του τριγώνου ΑΒΓ. Οι Βx και Γy τέμνονται σε
σημείο Iα, αφού ισχύει ότι:
xΒΓ + yΓΒ = Βεξ/2 + Γεξ/2 = 2∟ - ( Β + Γ)/2 < 2∟.
Το Ια ισαπέχει από τη ΒΓ και την προέκταση της ΑΒ, καθώς και από την
προέκταση της ΑΓ.
Επομένως ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας A, αφού ισαπέχει από τις πλευρές
της.
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ΘΕΜΑ 17ο
Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές.
Απόδειξη
Από μια κορυφή, π.χ. την Α, φέρουμε ευθεία xy//BΓ. Τότε ω = Β (1) και
φ = Γ (2), ως εντός και εναλλάξ των παραλλήλων xy και ΒΓ με
τέμνουσες
ΑΒ
και
ΑΓ
αντίστοιχα.
Αλλά ω + A + φ = 2∟ (3). Από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι :
A + Β + Γ = 2∟
ΘΕΜΑ 17ο
Να διατυπώσετε και να αποδείξετε τα πορίσματα που προκύπτουν από το θεώρημα : Το
άθροισμα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι 2 ορθές
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Τα πορίσματα είναι :
i)
Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι ίση με το άθροισμα των δυο
απέναντι εσωτερικών γωνιών του τριγώνου.
ii)
Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο γωνίες ίσες, μία προς μία, έχουν και τις τρίτες
γωνίες τους ίσες.
iii) Οι οξείες γωνίες ενός ορθογώνιου τριγώνου είναι συμπληρωματικές.
iv) Κάθε γωνία ισόπλευρου τριγώνου είναι 60°.
Απόδειξη
i) Έχουμε A + B + Γ = 2∟ και Γεξ + Γ = 2∟, οπότε
A + B + Γ = Γεξ + Γ ή Γεξ = A + B.
ii) - iv) Προφανή.
ΘΕΜΑ 18ο
Δυο οξείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες είναι ίσες
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Έστω οι γωνίες xÔy = ω και x'Ô'y'= φ με Οx⊥O'x' και Oy⊥O'y'.
Τα τρίγωνα ΟΑΓ και Ο'ΒΓ έχουν A = B =1∟
και Γ1 = Γ2(κατακορυφήν).
Άρα θα έχουν και τις άλλες γωνίες ίσες, οπότε ω = φ.
ΘΕΜΑ 19ο
Δυο αμβλείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες είναι ίσες.
ii) Δυο γωνίες που έχουν τις πλευρές τους κάθετες αλλά η μία είναι
οξεία και η άλλη αμβλεία είναι παραπληρωματικές.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
i) Πράγματι, (παραπάνω σχήμα) είναι θ + ω =2∟, θ' + φ = 2∟, οπότε θ =θ', αφού ω = φ.
ii) Πράγματι, (παραπάνω σχήμα) είναι θ+ ω = 2∟, οπότε θ + φ = 2∟, αφού ω = φ.
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ΘΕΜΑ 20ο
Το άθροισμα των γωνιών κυρτού ν-γώνου να είναι 2ν-4 ορθές.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Όμοια, αν το κυρτό πολύγωνο έχει ν πλευρές και ενώσουμε
το Ο με τις κορυφές του σχηματίζονται ν τρίγωνα.
Το άθροισμα των γωνιών των ν τριγώνων είναι 2ν ορθές.
Αν αφαιρέσουμε το άθροισμα των γωνιών
Ô1+Ô2+Ô3+ ... +Ôν = 4 ορθές έχουμε:
Α1 + Α2 + Α3 + ... + Αν = (2ν - 4) ορθές.
Άλλη απόδειξη.
Ας θεωρήσουμε κυρτό πολύγωνο Α1Α2... Αν με ν πλευρές και ας
φέρουμε από μια κορυφή του, π.χ. την Α1 όλες τις διαγωνίους που
διέρχονται από αυτή. Έτσι το πολύγωνο διαιρείται σε ν-2 τρίγωνα,
γιατί σε καθεμιά από τις πλευρές του, εκτός των Α 1Α2 και Α1Αν που
διέρχονται από την κορυφή Α1, αντιστοιχεί ένα τρίγωνο. Επειδή το
άθροισμα των γωνιών των ν-2 τριγώνων είναι 2(ν-2)=(2ν-4) ορθές
και ισούται με το άθροισμα των γωνιών του πολυγώνου, προκύπτει
ότι: Α1 + Α2 + Α3 + ... + Αν = (2ν - 4) ορθές.
ΘΕΜΑ 21ο
Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών κυρτου ν – γώνου είναι 4 ορθές.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5ο
ΠΑΡΑΛΛΗΛOΓΡΑΜΜΑ - ΤΡΑΠΕΖΙΑ
ΘΕΜΑ 1ο
Τι καλείται τετράπλευρο ; Πόσες διαγώνιες έχει ένα κυρτό τετράπλευρο ; Τι καλείται
παραλληλόγραμμο και τι τραπέζιο ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Το ευθύγραμμο σχήμα που έχει τέσσερις πλευρές λέγεται
τετράπλευρο.
Κάθε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει δύο διαγωνίους ΑΓ και ΒΔ, οι
οποίες τέμνονται σε εσωτερικό σημείο τους.
Στα επόμενα, όταν λέμε τετράπλευρο, θα εννοούμε κυρτό τετράπλευρο.
Το τετράπλευρο που έχει δύο μόνον πλευρές παράλληλες
λέγεται τραπέζιο .
Το τετράπλευρο που έχει τις απέναντι πλευρές παράλληλες
λέγεται παραλληλόγραμμο
ΘΕΜΑ 2ο
Να δοθεί ο ορισμός του παραλληλογράμμου .
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Παραλληλόγραμμο λέγεται το τετράπλευρο που έχει τις
απέναντι πλευρές του παράλληλες.
Δηλαδή το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, όταν
ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ.
ΘΕΜΑ 3ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν οι ιδιότητες του παραλληλογράμμου
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Σε κάθε παραλληλόγραμμο ισχύουν οι παρακάτω
ιδιότητες:
(i) Οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες.
(ii) Οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες.
(iii) Οι διαγωνιοί του διχοτομούνται.
Απόδειξη των i), ii)
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΒΓΔ
Έχουμε:
Β1 = Δ1 = ω (εντός εναλλάξ).
ΒΔ κοινή πλευρά.
Β2 = Δ2 = φ (εντός εναλλάξ).
Άρα τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΒΓΔ είναι ίσα, οπότε ΑΒ = ΓΔ και
ΑΔ = ΒΓ. Επίσης έχουμε A = Γ και Β = Δ = φ + ω.
Απόδειξη της ιδιότητας iii)
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ. Έχουμε:
ΑΒ = ΓΔ
Β1 = Δ1 = ω (εντός εναλλάξ).
A1 = Γ1 = φ (εντός εναλλάξ).
Άρα, τα τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΓΔ είναι ίσα, οπότε ΟΑ = ΟΓ και
ΟΒ = ΟΔ.
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ΘΕΜΑ 4ο
Ποια πορίσματα προκύπτουν από τον ορισμό και τις ιδιότητες του
παραλληλογράμμου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
ΠΟΡΙΣΜΑ Ι
Το σημείο τομής των διαγωνίων παραλληλογράμμου είναι κέντρο
συμμετρίας του. Για το λόγο αυτό λέγεται κέντρο του παραλληλογράμμου
ΠΟΡΙΣΜΑ ΙΙ
Παράλληλα τμήματα που έχουν τα άκρα τους σε δυο παράλληλες ευθείες
είναι ίσα .
ΘΕΜΑ 5ο
Τι καλείται απόσταση παραλλήλων ; Τι καλείται ύψος και τι βάσεις
παραλληλογράμμου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Αν τα τμήματα είναι κάθετα στις παράλληλες, το κοινό μήκος τους
λέγεται απόσταση των παραλλήλων.
Κάθε ευθύγραμμο τμήμα που έχει τα άκρα του στις ευθείες των απέναντι
πλευρών παραλληλογράμμου και είναι κάθετο σε αυτές λέγεται ύψος του
παραλληλογράμμου, ενώ οι απέναντι πλευρές του λέγονται βάσεις ως προς
αυτό το ύψος .
ΘΕΜΑ 6ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν τα κριτήρια για τα παραλληλόγραμμα δηλαδή πότε ένα
τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο αν ισχύει μια από τις
παρακάτω προτάσεις:
Οι απέναντι πλευρές ανά δυο είναι ίσες.
(ii) Δυο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και παράλληλες.
(iii) Οι απέναντι γωνίες ανά δυο είναι ίσες.
(iv) Οι διαγωνιοί του διχοτομούνται
Απόδειξη
Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Για να αποδείξουμε τα κριτήρια, θα
πρέπει σύμφωνα με τον ορισμό να αποδείξουμε ότι σε κάθε περίπτωση,
οι απέναντι πλευρές του τετραπλεύρου είναι παράλληλες.
(i) Έστω ΑΒ = ΓΔ και ΑΔ = ΒΓ. Αν φέρουμε τη διαγώνιο ΒΔ, τότε σχηματίζονται τα τρίγωνα
ΑΒΔ και ΒΓΔ που είναι ίσα, γιατί ΑΒ = ΓΔ, ΑΔ = ΒΓ και ΒΔ κοινή πλευρά. Άρα Β1 = Δ1 = ω
και Β2 = Δ2 = φ , οπότε ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ, δηλαδή το ΑΒΓΔ είναι
παραλληλόγραμμο.
(ii) Έστω ΑΒ// = ΓΔ. Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ είναι ίσα, γιατί ΑΒ =
ΓΔ, Β1 = Δ1 = ω και η ΒΔ είναι κοινή πλευρά. Επομένως, όμοια με το
(i), το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.
(iii) Αν Α = Γ = ω και Β = Δ = φ η σχέση Α + Β +Γ + Δ = 4 ∟ γράφεται
2ω + 2φ = 4∟ ή φ + ω = 2∟. Επομένως, έχουμε ότι Α + Δ = 2∟, οπότε ΑΒ // ΓΔ και
Α+ Β = 2∟, οπότε ΑΔ // ΒΓ, δηλαδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.
(iv) Έστω ΑΟ = ΟΓ και ΟΒ = ΟΔ . Τα τρίγωνα ΑΟΒ και ΓΟΔ, καθώς και τα τρίγωνα ΑΟΔ και
ΒΟΓ είναι ίσα. Επομένως, όμοια με το (i), θα είναι ΑΒ // ΓΔ και ΑΔ // ΒΓ, δηλαδή το ΑΒΓΔ
είναι παραλληλόγραμμο.
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ΘΕΜΑ 7ο
Ποια είναι τα είδη των παραλληλογράμμων ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Διακρίνουμε τρία είδη παραλληλογράμμων: το ορθογώνιο, το ρόμβο και το τετράγωνο.
ΘΕΜΑ 8ο
Πως ορίζεται το ορθογώνιο και τι προκύπτει άμεσα από τον ορισμό αυτό ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ορισμός : Ορθογώνιο λέγεται το παραλληλόγραμμο που έχει μία
γωνία ορθή.
Επειδή στο παραλληλόγραμμο οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες, ενώ
δύο διαδοχικές γωνίες του είναι παραπληρωματικές (ως εντός και επί
τα αυτά μέρη), προκύπτει ότι όλες οι γωνίες του ορθογωνίου είναι
ορθές.
ΘΕΜΑ 9ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί η ιδιότητα του ορθογωνίου.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι ίσες.
Απόδειξη
Έστω ΑΒΓΔ ορθογώνιο. Θα αποδείξουμε ότι οι διαγώνιοι ΑΓ και
ΒΔ είναι ίσες .Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΓ είναι ίσα (A = Δ = 90°, ΑΔ
κοινή, ΑΒ = ΔΓ), οπότε ΑΓ = ΒΔ
ΘΕΜΑ 10ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν τα κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ορθογώνιο.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ένα τετράπλευρο είναι ορθογώνιο, αν ισχύει μια από τις παρακάτω προτάσεις:
(i) Είναι παραλληλόγραμμο και έχει μία ορθή γωνία.
(ii) Είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιοί του είναιίσες.
(iii) Έχει τρεις γωνίες ορθές.
(iv) Όλες οι γωνίες του είναι ίσες.
Απόδειξη
(i) Προκύπτει άμεσα από τον ορισμό του παραλληλογράμμου.
(ii) Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με ΑΓ = ΒΔ. Τότε τα τρίγωνα
ΑΒΔ και ΑΔΓ είναι ίσα
(ΑΒ = ΔΓ, ΑΓ = ΒΔ, ΑΔ κοινή),
οπότε A = Δ. Αλλά A + Δ = 2∟, οπότε A = Δ = 1∟. Επομένως, το
ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο.
(iii) Αν έχει τρεις ορθές γωνίες θα είναι και η άλλη ορθή, αφού το άθροισμα των γωνιών κάθε
τετραπλεύρου είναι 4∟.
(iv) Αν όλες οι γωνίες είναι ίσες, προφανώς όλες είναι ορθές.
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ΘΕΜΑ 11ο
Πως ορίζεται ο ρόμβος και τι προκύπτει άμεσα από τον ορισμό αυτό ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ορισμός : Ρόμβος λέγεται το παραλληλόγραμμο που έχει δύο διαδοχικές
πλευρές ίσες.
Επειδή στο παραλληλόγραμμο οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες προκύπτει
ότι όλες οι πλευρές του ρόμβου είναι ίσες.
ΘΕΜΑ 12ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν οι ιδιότητες του ρόμβου.
ΠΑΝΤΗΣΗ
• Ιδιότητες του ρόμβου
(i) Οι διαγώνιοι του ρόμβου τέμνονται κάθετα.
(ii) Οι διαγώνιοι του ρόμβου διχοτομούν τις γωνίες του.
Απόδειξη
Έστω ΑΒΓΔ ρόμβος. Επειδή το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές, η
διάμεσος του ΑΟ είναι ύψος του και διχοτόμος της γωνίας A.
Επομένως ΑΓ ⊥ ΒΔ και η ΑΓ διχοτομεί την A. Όμοια η ΑΓ
διχοτομεί τη Γ και η ΒΔ τις Β και Δ.
ΘΕΜΑ 13ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν τα κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ρόμβος.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ένα τετράπλευρο είναι ρόμβος, αν ισχύει μια από τις παρακάτω
προτάσεις:
(i) Έχει όλες τις πλευρές του ίσες.
(ii) Είναι παραλληλόγραμμο και δυο διαδοχικές πλευρές του
είναι ίσες.
(iii) Είναι παραλληλόγραμμο και οι διαγώνιοί του
τέμνονται κάθετα.
(iv) Είναι παραλληλόγραμμο και μία διαγώνιός του διχοτομεί μία γωνία του.
Απόδειξη
(i) και (ii) Προκύπτουν άμεσα από τον ορισμό του ρόμβου.
(iii) Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με ΑΓ ⊥ ΒΔ. Στο τρίγωνο ΑΒΔ η ΑΟ είναι διάμεσος, αφού
οι διαγώνιοι του παραλληλογράμμου διχοτομούνται. Επίσης, η ΑΟ είναι και ύψος, επειδή
ΑΓ ⊥ ΒΔ. Άρα το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές, οπότε ΑΒ = ΑΔ. Επομένως το ΑΒΓΔ είναι
ρόμβος.
(iv) Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο και ΑΓ διχοτόμος τηςA. Τότε πάλι το τρίγωνο ΑΒΔ είναι
ισοσκελές (αφού ΑΟ διχοτόμος και διάμεσος), οπότε το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος.
ΘΕΜΑ 14ο
Πως ορίζεται το τετράγωνο ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ορισμός : Τετράγωνο λέγεται το παραλληλόγραμμο που είναι
ορθογώνιο και ρόμβος.
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ΘΕΜΑ 15ο
Να διατυπωθούν οι ιδιότητες του τετραγώνου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Από τον ορισμό προκύπτει ότι το τετράγωνο έχει όλες τις ιδιότητες του ορθογωνίου και όλες τις
ιδιότητες του ρόμβου. Επομένως, σε κάθε τετράγωνο:
(i) Οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες.
(ii) Όλες οι πλευρές του είναι ίσες.
(iii) Όλες οι γωνίες του είναι ορθές.
(iv) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες, τέμνονται κάθετα, διχοτομούνται και
διχοτομούν τις γωνίες του.
ΘΕΜΑ 16ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν τα κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο τετράγωνο.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Για να αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι τετράγωνο, αρκεί να αποδείξουμε ότι
είναι ορθογώνιο και ρόμβος.
Αποδεικνύεται ότι ένα παραλληλόγραμμο είναι τετράγωνο, αν ισχύει μία από τις παρακάτω
προτάσεις:
(i) Μία γωνία του είναι ορθή και δύο διαδοχικές πλευρές του
είναι ίσες.
(ii) Μία γωνία του είναι ορθή και μία διαγώνιός του διχοτομεί
μία γωνία του.
(iii) Μία γωνία του είναι ορθή και οι διαγώνιοί του κάθετες.
(iv) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και δύο διαδοχικές πλευρές
του είναι ίσες.
(v) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και η μία διχοτομεί μία γωνία
του.
(vi) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και κάθετες.
ΘΕΜΑ 17ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το θεώρημα το οποίο αναφέρεται στην ένωση των μέσων δύο
πλευρών ενός τριγώνου
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεώρημα : Το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα μέσα των δύο πλευρών τριγώνου είναι
παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και ίσο με το μισό της.
Απόδειξη
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τα μέσα Δ, Ε των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα .
Θα αποδείξουμε ότι ΔΕ // = BΓ/2 .
Προεκτείνουμε τη ΔΕ κατά τμήμα EZ = ΔΕ. Το τετράπλευρο
ΑΔΓΖ είναι παραλληλόγραμμο, αφού οι διαγώνιοί του
διχοτομούνται. Άρα ΑΔ = // ΓΖ, οπότε ΔΒ = // ΓΖ, αφού ΑΔ = ΔΒ.
Έτσι το τετράπλευρο ΔΖΓΒ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε:
(i) ΔΖ // ΒΓ άρα ΔΕ // ΒΓ και
(ii) ΔΖ // ΒΓ ή 2ΔΕ = ΒΓ ή ΔΕ = ΒΓ/2 .
ΘΕΜΑ 18ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το θεώρημα το οποίο αναφέρεται στην ευθεία που φέρεται
από το μέσο μιας πλευράς τριγώνου παράλληλης προς μία πλευρά της.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
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Θεώρημα : Αν από το μέσο μιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουμε ευθεία παράλληλη προς μια
άλλη πλευρά του, τότε η ευθεία αυτή διέρχεται από το μέσο της τρίτης πλευράς του.
Απόδειξη
Ας θεωρήσουμε ένα τρίγωνο ΑΒΓ και ας φέρουμε από το μέσο Δ της
ΑΒ την παράλληλη προς την ΒΓ που τέμνει την ΑΓ στο Ε . Θα
αποδείξουμε ότι το Ε είναι το μέσο της ΑΓ. Έστω ότι το Ε δεν είναι
μέσο της ΑΓ. Αν Z είναι το μέσο της ΑΓ, το τμήμα ΔΖ ενώνει τα
μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ, οπότε σύμφωνα με το προηγούμενο
θεώρημα ΔΖ // ΒΓ. Έτσι, όμως, έχουμε από το Δ δύο παράλληλες
προς τη ΒΓ, που είναι άτοπο. Άρα το Ε είναι μέσο της ΑΓ.
ΘΕΜΑ 19ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το θεώρημα που αναφέρεται στις τρεις παράλληλες ευθείες
που ορίζουν ίσα τμήματα σε κάθε άλλη ευθεία που τις τέμνει ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεώρημα : Αν τρεις (τουλάχιστον) παράλληλες ευθείες ορίζουν σε μία ευθεία ίσα τμήματα, θα
ορίζουν ίσα τμήματα και σε κάθε άλλη ευθεία που τις τέμνει .
Απόδειξη
Θεωρούμε τις παράλληλες ευθείες ε1, ε2, ε3 οι οποίες τέμνουν
την δ1 στα σημεία Α, Β, Γ και ορίζουν σε αυτή τα ίσα
ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ (σχ.22). Αν μια άλλη ευθεία δ2
τέμνει τις ε1, ε2, ε3 στα σημεία Δ, Ε, Ζ αντίστοιχα, θα
αποδείξουμε ότι ΔΕ = ΕΖ.
Φέρουμε ΑΚ // ΔΖ. Τότε τα τετράπλευρα ΑΔΕΗ και ΕΖΚΗ
είναι παραλληλόγραμμα, οπότε
ΑΗ = ΔΕ (1) και ΗΚ = ΕΖ (2).
Στο τρίγωνο ΑΚΓ το Β είναι το μέσο της ΑΓ και ΒΗ // ΓΚ.
Άρα το Η είναι μέσο της ΑΚ , δηλαδή ΑΗ = ΗΚ (3) .
Από τις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι ΔΕ = ΕΖ.
ΘΕΜΑ 20ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί η πρόταση – ορισμός της μεσοπαραλλήλου
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που ισαπέχουν από δυο παράλληλες ευθείες
ε1 και ε2 είναι μία ευθεία ε παράλληλη προς τις ε1 και ε2, η οποία διέρχεται από τα μέσα των
τμημάτων
που
έχουν
τα
άκρα
τους
στις
δυο
παράλληλες.
Η ευθεία ε λέγεται μεσοπαράλληλος των ε1 και ε2.
Απόδειξη
Θεωρούμε δύο παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 και ένα τμήμα ΑΒ =
υ κάθετο προς αυτές, το οποίο έχει τα άκρα του στις ε1 και ε2.
Αν από το μέσο Κ της ΑΒ φέρουμε την ευθεία ε παράλληλη
προς τις ε1 και ε2, παρατηρούμε ότι κάθε σημείο Μ της
ε ισαπέχει από τις ε1 και ε2 , αφού ΜΓ = ΜΔ = υ/2 .
Αντίστροφα, αν ένα σημείο Μ ισαπέχει από τις ε1 και ε2, το Μ
τότε είναι σημείο μεταξύ των παραλλήλων και ισχύει ΜΓ + ΜΔ
= ΓΔ = υ, οπότε ΜΓ = ΜΔ = υ/2 .
Έτσι τα τετράπλευρα ΜΓΑΚ και ΜΔΒΚ είναι παραλληλόγραμμα
(ΜΓ// = ΑΚ, ΜΔ // = ΚΒ), οπότε ΜΚ // ε1, ε2. Επομένως, το Μ ανήκει στην ευθεία ε.
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ΘΕΜΑ 21ο
Να αποδειχθεί ότι τα μέσα των πλευρών ενός τετραπλεύρου είναι
κορυφές παραλληλογράμμου
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ και τα μέσα Ε, Ζ, Η, Θ των ΑΒ, ΒΓ,
ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα. Θα αποδείξουμε ότι το ΕΖΗΘ είναι
παραλληλόγραμμο.
Φέρουμε τη διαγώνιο ΒΔ. Παρατηρούμε ότι τα Ε και Θ είναι τα μέσα
δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΔ, οπότε ΕΘ =// ΒΔ/2 (1)
Όμοια από το τρίγωνο ΒΓΔ προκύπτει ότι ΖΗ =// ΒΔ/2 (2)
Από τις (1) και (2) έχουμε ότι ΕΘ = // ΖΗ, οπότε το ΕΖΗΘ είναι
παραλληλόγραμμο.
ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Ανάλογο συμπέρασμα ισχύει και σε μη κυρτό τετράπλευρο.
ΘΕΜΑ 22ο
Να διαιρεθεί ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε τρία ίσα ευθύγραμμα
τμήματα .
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Φέρουμε μια ημιευθεία Αx και παίρνουμε σε αυτή τα ίσα διαδοχικά
ευθύγραμμα τμήματα ΑΓ, ΓΔ, ΔΕ. Φέρουμε τη ΒΕ και από τα Δ, Γ και
Α παράλληλες προς αυτή, οι οποίες τέμνουν την ΑΒ στα σημεία Ζ και
Η. Τότε σύμφωνα με θεώρημα, θα είναι ΑΗ = ΗΖ = ΖΒ.
ΘΕΜΑ 23ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το θεώρημα βαρυκέντρου ενός τριγώνου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεώρημα
Οι διάμεσοι ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο του οποίου η απόσταση από κάθε
κορυφή είναι τα 2/3 του μήκους της αντίστοιχης διαμέσου.
Απόδειξη
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρουμε τις δύο διαμέσους ΒΕ και ΓΖ.
i) Στην ημιευθεία ΘΔ παίρνουμε τμήμα ΘΚ = ΑΘ. Παρατηρούμε
ότι τα σημεία Ε και Θ είναι τα μέσα των πλευρών του τριγώνου
ΑΚΓ, οπότε EΘ =// ΓΚ/2 (1).
Όμοια από το τρίγωνο ΑΒΚ έχουμε ΖΘ =// ΒΚ/2 (2).
Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι ΒΕ //ΓΚ και ΓΖ // ΒΚ, δηλαδή
το ΒΘΓΚ είναι παραλληλόγραμμο (3). Άρα οι διαγώνιοί του
διχοτομούνται, οπότε ΒΔ = ΔΓ.
Το σημείο Θ, στο οποίο τέμνονται οι διάμεσοι του ΑΒΓ, λέγεται βαρύκεντρο (ή κέντρο βάρους)
του τριγώνου.
ii) Από το παραλληλόγραμμο ΒΘΓΚ έχουμε ακόμη
ΘΔ = ΔΚ = ΘΚ2 , άρα ΘΔ = ΑΘ2 ή ΑΘ = 2ΘΔ.
Από τις (1) και (3) προκύπτει ότι ΕΘ = ΓΚ2 = ΒΘ2 ή ΒΘ = 2ΘΕ.
Όμοια από τις (2) και (3) έχουμε ΓΘ = 2ΘΖ. Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι το βαρύκεντρο έχει την
ιδιότητα να χωρίζει κάθε διάμεσο σε δύο τμήματα που το ένα είναι διπλάσιο του άλλου. Επίσης
έχουμε ότι ΑΔ = ΑΘ + ΘΔ = 2ΘΔ + ΘΔ = 3ΘΔ. Άρα ΘΔ = 1/3ΑΔ, οπότε ΑΘ = 2/3ΑΔ.
Όμοια προκύπτει ότι ΒΘ = 2/3∙ΒΕ και ΓΘ = 2/3∙ΓΖ.
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Στην παραπάνω πρόταση θεωρήσαμε το σημείο τομής Θ των δύο διαμέσων
ΒΕ και ΓΖ και αποδείξαμε ότι η ΑΘ αν προεκταθεί είναι η τρίτη διάμεσος ΑΔ. Αυτός ο τρόπος
αποτελεί μια βασική μέθοδο για να αποδεικνύουμε ότι τρεις ευθείες συντρέχουν σε κάποιο
σημείο.
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ΘΕΜΑ 24ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν το λήμμα και το θεώρημα που αφορούν το ορθόκεντρο
ενός τριγώνου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Λήμμα : Οι παράλληλες, που άγονται από τις κορυφές ενός τριγώνου προς τις απέναντι
πλευρές του, σχηματίζουν τρίγωνο, το οποίο έχει ως μέσα των πλευρών του τις κορυφές του
αρχικού τριγώνου.
Απόδειξη
Από τις κορυφές Α, Β, Γ τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε παράλληλες προς
τις απέναντι πλευρές του, οι οποίες ορίζουν ένα νέο τρίγωνο ΚΛΜ .
Λόγω των σχηματιζόμενων παραλληλογράμμων ΚΑΓΒ, ΛΑΒΓ και
ΜΒΑΓ έχουμε: ΚΑ = ΒΓ = ΑΛ, ΛΓ = ΑΒ = ΓΜ και ΚΒ = ΑΓ = ΒΜ.
Επομένως τα σημεία Α, Β, Γ είναι τα μέσα των πλευρών του
τριγώνου ΚΛΜ.
Θεώρημα
Οι φορείς των υψών ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σημείο.
Απόδειξη
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Από τις
κορυφές του Α, Β, Γ φέρουμε παράλληλες προς τις απέναντι
πλευρές . Σύμφωνα με το Λήμμα, στο τρίγωνο ΚΛΜ τα σημεία Α,
Β, Γ είναι τα μέσα των πλευρών του. Επίσης, παρατηρούμε ότι οι
ευθείες ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι κάθετες στις ΚΛ, ΚΜ και ΜΛ
αντίστοιχα (αφού είναι κάθετες στις ΒΓ, ΑΓ και ΑΒ) και μάλιστα
είναι κάθετες στα μέσα τους. Δηλαδή οι ευθείες ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ είναι
οι μεσοκάθετοι των πλευρών του τριγώνου ΚΛΜ, οπότε θα
διέρχονται από το ίδιο σημείο Η. Το σημείο Η λέγεται ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Όταν το τρίγωνο είναι ορθογώνιο, το ορθόκεντρο είναι η κορυφή της ορθής
γωνίας, ενώ σε αμβλυγώνιο τρίγωνο το ορθόκεντρο βρίσκεται εκτός του τριγώνου
ΘΕΜΑ 25ο
Τι καλείται ορθοκεντρική τετράδα και τι πόρισμα ισχύει για αυτήν ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
ΠΟΡΙΣΜΑ: Οι κορυφές Α, Β, Γ, τριγώνου ΑΒΓ και το
ορθόκεντρό του Η αποτελούν ορθοκεντρική τετράδα, δηλαδή
κάθε ένα από αυτά τα σημεία είναι το ορθόκεντρο του
τριγώνου, που ορίζεται από τα άλλα τρία σημεία.
Πράγματι οι κορυφές π.χ. Β,Γ και το ορθόκεντρο Η του
τριγώνου ΑΒΓ ορίζουν το τρίγωνο ΒΗΓ. Τα ύψη ΗΔ,ΒΖ και
ΓΕ του τριγώνου ΒΗΓ τέμνονται στο Α, οπότε το Α είναι το
ορθόκεντρο του τριγώνου ΒΗΓ.
ΘΕΜΑ 26ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν τα θεωρήματα που αφορούν στην διάμεσο ενός
ορθογωνίου τριγώνου.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
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Θεώρημα : Η διάμεσος οθρογώνιου τριγώνου που φέρουμε από την κορυφή της ορθής γωνίας
είναι ίση με το μισό της υποτείνουσας.
Απόδειξη
Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) και τη διάμεσό του
ΑΜ . Θα αποδείξουμε ότι ΑΜ = ΒΓ/2.
Φέρουμε τη διάμεσο ΜΔ του τριγώνου ΑΜΓ. Το ΜΔ συνδέει τα
μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ, οπότε ΜΔ // ΑΒ. Αλλά ΑΒ
⊥ ΑΓ, επομένως και ΜΔ ⊥ ΑΓ. Άρα, το ΜΔ είναι ύψος και
διάμεσος στο τρίγωνο ΑΜΓ, οπότε ΑΜ = ΜΓ, δηλαδή
ΑΜ = ΒΓ/2 .
και αντίστροφα
Θεώρημα : Αν η διάμεσος ενός τριγώνου ισούται με το μισό της πλευράς στην οποία
αντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με υποτείνουσα την πλευρά αυτή.
Απόδειξη
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διάμεσό του ΑΜ .
Αν ΑΜ = ΒΓ/2 θα αποδείξουμε ότι η γωνία Α είναι ορθή.
Επειδή έχουμε ΑΜ = ΜΓ, οπότε Α1 = Γ (1) και ΑΜ = ΜΒ,
οπότε Α2 = Β (2).
Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι Α1 + Α1 = Β + Γ, δηλαδή
Α = Β + Γ . Αλλά Α + Β + Γ = 2∟ , οπότε 2Α = 2∟ ή Α = 1∟.
ΘΕΜΑ 27ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το πόρισμα για το ορθογώνιο τρίγωνο των 30ο – 60ο
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
ΠΟΡΙΣΜΑ:Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο μια γωνία του ισούται με 30°, τότε η απέναντι πλευρά
του είναι το μισό της υποτείνουσας και αντίστροφα.
Απόδειξη
Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α = 90°) με Β = 30° .
Θα αποδείξουμε ότι ΑΓ = ΒΓ/2.
Επειδή Β = 30°, είναι Γ = 90° - 30° = 60°. Φέρουμε τη διάμεσο ΑΜ
και είναι Έτσι Α2 = Γ = 60°, οπότε το τρίγωνο ΑΜΓ είναι
ισόπλευρο.
Επομένως ΑΓ = ΜΓ = ΒΓ/2 .
Αντίστροφο, αν στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΓ = ΒΓ/2 , θα
αποδείξουμε ότι Β = 30°.
Απόδειξη
Φέρουμε τη διάμεσο ΑΜ, οπότε ΑΜ = ΒΓ2= ΜΓ = ΑΓ (αφού ΑΓ
= ΒΓ2). Άρα το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισόπλευρο, οπότε Γ = 60°.
Επομένως Β = 90° - 60° = 30°.
ΘΕΜΑ 28ο
Να δοθεί ο ορισμός του τραπεζίου. Τι καλούμε βάσεις ; Τι ύψος και τι διάμεσο του τραπεζίου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ορισμός : Τραπέζιο λέγεται το κυρτό τετράπλευρο που έχει μόνο δύο πλευρές παράλληλες.
 Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ και ΓΔ του τραπεζίου
ΑΒΓΔ λέγονται βάσεις του τραπεζίου.
 Κάθε ευθύγραμμο τμήμα κάθετο στις βάσεις του
τραπεζίου με τα άκρα του στους φορείς των βάσεων
λέγεται ύψος του τραπεζίου.
 Το ευθύγραμμο τμήμα ΕΖ που ενώνει τα μέσα των μη
παράλληλων πλευρών του λέγεται διάμεσος του τραπεζίου.
32
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
ΘΕΜΑ 29ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το θεώρημα της διάμεσου του τραπεζίου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Θεώρημα : Η διάμεσος του τραπεζίου είναι παράλληλη προς τις βάσεις του και ίση με το
ημιάθροισμά τους.
Απόδειξη
Δηλαδή, αν ΕΖ διάμεσος του τραπεζίου ΑΒΓΔ, τότε:
i) ΕΖ // ΑΒ, ΓΔ και EΖ =
(1).
Απόδειξη
Θεωρούμε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ // ΓΔ) , τη διαγώνιο του ΒΔ και
Ε το μέσο της ΑΔ. Από το Ε φέρουμε ευθεία ε παράλληλη των
ΑΒ και ΓΔ που τέμνει τις ΒΔ και ΒΓ στα Κ και Ζ αντίστοιχα.
Τότε:
Στο τρίγωνο ΑΒΔ το Ε είναι μέσο της ΑΔ και ΕΚ//ΑΒ, οπότε
το Κ είναι το μέσο της ΒΔ και EΚ = ΑΒ/2 (1).
Επίσης στο τρίγωνο ΒΔΓ το Κ είναι μέσο της ΒΔ και ΚΖ//ΓΔ,
οπότε το Ζ είναι το μέσο της ΒΓ και ΚΖ = ΓΔ/2 (2).
Επομένως η ΕΖ είναι διάμεσος του τραπεζίου και
i) ΕΖ // ΑΒ, ΓΔ (από κατασκευή).
ii) Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι
ΕK + KZ =
+
ή EΖ =
ΘΕΜΑ 30ο
Να διατυπωθεί και να αποδειχθεί το πόρισμα για τα μέσα των διαγωνίων ενός τραπεζίου.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
ΠΟΡΙΣΜΑ :Η διάμεσος ΕΖ τραπεζίου ΑΒΓΔ διέρχεται από τα μέσα Κ και Λ των διαγωνίων
του και το τμήμα ΚΛ είναι παράλληλο με τις βάσεις του και ίσο με την ημιδιαφορά των βάσεών
του
Απόδειξη
Αποδείξαμε παραπάνω ότι το Κ είναι μέσο της ΒΔ . Όμοια, αν
φέρουμε την ΑΓ , στο τρίγωνο ΑΔΓ το Ε είναι μέσο της ΑΔ και
ΕΛ // ΓΔ, οπότε το Λ είναι μέσο της ΑΓ και ΕΛ = ΓΔ2 (3).
Επομένως, η διάμεσος ΕΖ του τραπεζίου διέρχεται από τα
μέσα Κ, Λ των διαγωνίων του και προφανώς ΚΛ // ΑΒ, ΓΔ.
Επίσης από τις (1) και (3) προκύπτει ότι:
ΕΛ - ΕΚ = =
ή ΚΛ =
(με ΓΔ > ΑΒ).
ΘΕΜΑ 31ο
Να δοθεί ο ορισμός του ισοσκελούς τραπεζίου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ορισμός : Ισοσκελές τραπέζιο λέγεται το τραπέζιο του οποίου οι
μη παράλληλες πλευρές είναι ίσες
ΘΕΜΑ 32ο
Να διατυπωθούν και να αποδειχθούν οι ιδιότητες του ισοσκελούς τραπεζίου
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
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Αν ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, τότε:
(i) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε μια βάση είναι ίσες.
(ii) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες.
Απόδειξη
(i) Έστω ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο (ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ=ΒΓ). Φέρουμε τα
ύψη ΑΗ και ΒΚ. Τα τρίγωνα ΑΔΗ και ΒΚΓ είναι ίσα
(Η = Κ = 90°, ΑΔ = ΒΓ και ΑΗ = ΒΚ = υ), οπότε Γ = Δ.
Επειδή Α + Δ = 180° και Β + Γ = 180° (ως εντός και επί τα αυτά μέρη),
έχουμε και Α = Β.
(ii) Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΔΓ είναι ίσα ( ΑΔ = ΒΓ, ΓΔ κοινή και
ΑΔΓ = ΒΓΔ), οπότε ΑΓ = ΒΔ.
ΘΕΜΑ 33ο
Να διατυπωθούν τα κριτήρια για να είναι ένα τραπέζιο ισοσκελές.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, αν ισχύει μια από τις παρακάτω
προτάσεις.
(i) Οι γωνίες που πρόσκεινται σε μια βάση του είναι ίσες.
(ii) Οι διαγώνιοί του είναι ίσες.
ΘΕΜΑ 34ο
Να αποδειχθεί ότι σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο:
i) αν προεκτείνουμε τις μη παράλληλες πλευρές του σχηματίζονται δύο ισοσκελή τρίγωνα,
ii) η ευθεία που διέρχεται από τα μέσα των βάσεων είναι μεσοκάθετος της κάθε βάσης.
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
i) Έστω ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο (ΑΒ//ΓΔ) και Ο το σημείο τομής των ΑΔ
και ΒΓ. Τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΔΓ είναι ισοσκελή,
αφού A1 = Β1 και Δ = Γ (ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο).
ii) Η μεσοκάθετος ε της βάσης ΑΒ διέρχεται από το Ο, επειδή το τρίγωνο
ΟΑΒ είναι ισοσκελές. Η ε είναι κάθετος και στη ΓΔ επειδή ΓΔ//ΑΒ. Αφού η ε
διέρχεται από το Ο, είναι και ύψος του ισοσκελούς τριγώνου ΟΓΔ, άρα
μεσοκάθετος και στη ΓΔ.
ΘΕΜΑ 35ο
Ποιες τριάδες συντρεχουσών ευθείων υπάρχουν σε ένα τρίγωνο ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Σε ένα τρίγωνο οι μεσοκάθετοι των πλευρών του, οι διχοτόμοι των γωνιών του, οι διάμεσοι και
τα ύψη του αποτελούν τριάδες συντρεχουσών ευθειών.
ΘΕΜΑ 36ο
Τι καλείται περίκεντρο ; Τι έγκεντρο ; Τι βαρύκεντρο και τι ορθόκεντρο ενός τριγώνου ;
ΑΠΑΝΤΗΣΗ
Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ αποδείξαμε ότι διέρχονται από το ίδιο σημείο:
• Οι μεσοκάθετοι των τριών πλευρών του. Το κοινό σημείο Ο λέγεται περίκεντρο του ΑΒΓ και
ο κύκλος (Ο,ΟΑ) λέγεται περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου.
• Οι διχοτόμοι των τριών γωνιών του. Το κοινό σημείο I λέγεται έγκεντρο του ΑΒΓ και ο
κύκλος με κέντρο το I και ακτίνα την κοινή απόσταση του I από τις τρεις πλευρές του,
λέγεται εγγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου.
• Οι τρεις διάμεσοί του. Το κοινό σημείο τους Θ λέγεται βαρύκεντρο του ΑΒΓ.
• Τα τρία ύψη του. Το κοινό σημείο τους Η λέγεται ορθόκεντρο του ΑΒΓ.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο
ΤΑ ΒΑΣΙΚΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ ΣΧΗΜΑΤΑ
ΘΕΜΑ 1ο
Τα σημεία Α, Β, Γ και Δ είναι συνευθειακά. Αν το Β είναι μεταξύ των Α, Γ και το Γ
μεταξύ των Α, Δ, να δικαιολογήσετε γιατί το Γ είναι μεταξύ των Β και Δ
Β
Α
Γ
Δ
Απάντηση
Αφού το Β είναι μεταξύ των Α και Γ το Β θα είναι αριστερά του Γ
Αφού το Γ είναι μεταξύ των Α και Δ το Δ θα είναι δεξιά του Γ
Τα Β και Δ βρίσκονται λοιπόν εκατέρωθεν του Γ άρα το Γ θα είναι μεταξύ των Β και Δ
ΘΕΜΑ 2ο
Σχεδιάστε τρεις ευθείες, οι οποίες να τέμνονται ανά δύο, χωρίς να διέρχονται όλες από το ίδιο
σημείο και βρείτε
i) πόσα είναι τα σημεία τομής των ευθειών
ii) πόσες ημιευθείες και πόσα ευθύγραμμα τμήματα ορίζονται.
Λύση
Έστω xx΄, yy΄, zz΄ οι τρεις ευθείες
z
y
Α
χ
Β
χ΄
Γ
i) Οι ευθείες xx΄, yy΄ τέμνονται σε ένα μόνο σημείο Γ.
Ομοίως οι yy΄, zz΄ τέμνονται σε ένα μόνο
σημείο Β, και οι zz΄, xx΄ σε σημείο Γ.
Άρα τρία σημεία τομής των ευθειών.
ii) Με αρχή το Α έχουμε τις ημιευθείες
Αy, Ay΄, Αz, Az΄, τέσσερις το πλήθος.
y΄
z΄
Άλλες τέσσερις
με αρχή το Β και άλλες τέσσερις με αρχή το Γ.
Σύνολο, λοιπόν, δώδεκα ημιευθείες.
Τα σημεία Α, Β, Γ ανά δύο δημιουργούν ένα ευθ. τμήμα. Άρα έχουμε τρία ευθ. τμήματα τα
ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ.
ΘΕΜΑ 3ο
Σε ευθεία ε παίρνουμε τα διαδοχικά σημεία Α, Β, Γ και Δ ώστε ΑΒ = ΓΔ.
Να δικαιολογήσετε ότι ΑΓ = ΒΔ.
Λύση
Α
Β
Γ
Δ
ΑΒ = ΓΔ  ΑΒ + ΒΓ = ΓΔ + ΒΓ
ΑΓ = ΒΔ
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ΘΕΜΑ 4ο
Σε ευθεία ε παίρνουμε τα διαδοχικά σημεία Α, Β και Γ. Αν Μ και Ν είναι τα μέσα των
ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα, να δικαιολογήσετε ότι ΑΓ = 2ΜΝ.
Λύση
Β
Α
Γ
Μ
Ν
Είναι ΑΒ = 2ΜΒ και
ΒΓ = 2ΒΝ
Προσθέτουμε κατά μέλη.
Τότε ΑΒ + ΒΓ = 2ΜΒ + 2ΒΝ
ΑΓ = 2(ΜΒ + ΒΝ)
ΑΓ = 2ΜΝ
ΘΕΜΑ 5ο
Σε ευθεία ε θεωρούμε τμήμα ΑΒ, το μέσο του Μ, Γ τυχαίο εσωτερικό σημείο του τμήματος
ΜΒ και Δ τυχαίο σημείο εξωτερικό του τμήματος ΑΒ.
Να αποδείξετε ότι
i) ΓΜ =
  
2
ii) ΔΜ =
  
2
Λύση
Γ
Α
Δ
Β
Μ
Έστω ότι το Δ βρίσκεται πέραν του Β.
Όλα εξαρτώνται από τη θέση των σημείων Α, Β, Γ, Δ..
Θέτουμε, λοιπόν, ΑΒ = β, ΑΓ = γ και ΑΔ = δ
Κάθε άλλο τμήμα θα το εκφράζουμε συναρτήσει των β, γ και δ.
ΓΒ = ΑΒ – ΑΓ = β – γ,
ΑΜ = ΜΒ =
ΒΔ = ΑΔ – ΑΒ = δ – β,
ΓΔ = ΑΔ – ΑΓ = δ – γ
AB 
=
2
2

2  
=
2
2
               2  


=
2
2
2
2
  
Από τις (1), (2)  ΓΜ =
2

2  
ii) ΔM = ΑΔ – ΑΜ = δ – =
2
2
             2  
=


2
2
2
2
  
Από τις (3), (4)  ΔΜ =
2
i) ΓΜ = ΑΓ – ΑΜ = γ –
36
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
(1)
(2)
(3)
(4)
ΘΕΜΑ 6ο
ˆ , τη διχοτόμο της ΟΔ και τυχαία ημιευθεία ΟΓ εσωτερική της
Θεωρούμε κυρτή γωνία 
ˆ , όπου ΟΑ΄ η αντικείμενη ημιευθεία της ΟΑ. Να αποδείξετε ότι
γωνίας 
ˆ
ˆ
ˆ    

2
Λύση
Τα ανεξάρτητα (αυθαίρετα) στοιχεία
Β
ˆ και 
ˆ .
Γ
είναι οι γωνίες 
Δ
ˆ = ω, 
ˆ =φ
Θέτουμε, λοιπόν 
φ
2
1
ˆ = 
ΟΔ διχοτόμος  ˆ 1 = 
2
2

2



ˆ =φ+ =
ˆ =φ+ 

2
2
2
ˆ  
ˆ

     2  
=
=
2
2
2
ˆ
ˆ
ˆ    
Άρα 
2
A΄
Α
O
ΘΕΜΑ 7ο
ˆ , τη διχοτόμο της ΟΔ και τυχαία ημιευθεία ΟΓ εσωτερική της
Θεωρούμε κυρτή γωνία 
ˆ
ˆ
ˆ . Να αποδείξετε ότι 
ˆ    
γωνίας 
2
Λύση
Τα ανεξάρτητα (αυθαίρετα) στοιχεία
Β
Γ
ˆ και 
ˆ .
είναι οι γωνίες 
ˆ = ω, 
ˆ =φ
Θέτουμε, λοιπόν 
Δ
φ
2
1
Α
O
ˆ = 
ΟΔ διχοτόμος  ˆ 1 = 
2
2



2

ˆ –φ=
ˆ =
–φ =

2
2
2
ˆ  
ˆ
ˆ            2


=
=
=
2
2
2
2
ˆ
ˆ
ˆ    
Άρα 
2
ΘΕΜΑ 8ο
ˆ , 
ˆ , 
ˆ με άθροισμα μικρότερο από δύο ορθές. Αν
Δίνονται οι διαδοχικές γωνίες 
ˆ , 
ˆ
Οx, Oy
είναι οι διχοτόμοι των γωνιών 
αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι
ˆ
ˆ
ˆ = AO  
xOy
y
Γ2
Λύση
Β
Τα ανεξάρτητα (αυθαίρετα) στοιχεία είναι οι
Δ
ρ
φ
3
x
ˆ , 
ˆ και 
ˆ .
4
γωνίες 
2 ω
Θέτουμε, λοιπόν
1
Ο
Α
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ˆ = ω, 
ˆ =φ, 
ˆ = ρ.

ˆ = 
Οx διχοτόμος  ˆ 1 = 
2
2
ˆ =
ˆ =
Oy διχοτόμος  
3
4
2
ˆ +φ+ 
ˆ =  + φ +  =   2  
ˆ = 
xOy
2
3
2
2
2
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
AO  
      
  
  2  
=
=
=
2
2
2
2
ˆ
ˆ
ˆ = AO  
Άρα xOy
2
ΘΕΜΑ 9ο
ˆ 
ˆ . Μπορούμε
Στο διπλανό σχήμα είναι 
1
2
να συμπεράνουμε ότι το τόξο
το τόξο
;
είναι ίσο με
Α
2
1
Β
Δ
Κ
Γ
Ο
Απάντηση
Όχι διότι οι γωνίες δεν είναι επίκεντρες
ΘΕΜΑ 10ο
Δίνονται δύο ομόκεντροι κύκλοι (Ο, R) και (Ο, ρ) με R > ρ. Μία ευθεία ε διέρχεται από το
Ο και τέμνει τους κύκλους στα διαδοχικά σημεία Α, Β, Γ, Δ. Να αποδείξετε ότι ΑΒ = ΓΔ
και ΑΓ = ΒΔ.
Λύση.
ΑΒ = ΟΑ – ΟΒ = R – ρ
ΓΔ = ΟΔ – ΟΓ = R – ρ
Άρα ΑΒ = ΓΔ
Γ
Β
Α
O
Δ
ΑΓ = ΟΑ + ΟΓ = R + ρ
ΒΔ = ΟΒ + ΟΔ = ρ + R
Άρα ΑΓ = ΒΔ
ΘΕΜΑ 11ο
Μια γωνία φ είναι μικρότερη από τη συμπληρωματική της κατά 20 ο . Να υπολογίσετε τις
δύο γωνίες.
Λύση
Θα έχουμε φ + 20ο = 90ο – φ
2φ = 70ο
φ = 35ο
Η συμπληρωματική της φ θα είναι 90ο – 35ο = 55ο .
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ΘΕΜΑ 12ο
Τέσσερις ημιευθείες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ σχηματίζουν τις διαδοχικές γωνίες Α ˆ Β, Β ˆ Γ, Γ
ˆ Δ ,Δ ˆ Α, που έχουν μέτρα ανάλογα με τους αριθμούς 1, 2, 3, 4.Να υπολογίσετε τις γωνίες
αυτές.
Λύση












   
 2
    
1 2 3 4
3
ρ
O
 4
σ
φ
Αλλά ω + φ + ρ + σ = 360ο

λ + 2λ + 3λ + 4λ = 360ο
10λ = 360ο
λ = 36ο
ο
ο
φ = 2. 36 = 72 , ρ = 3. 36ο = 108ο , σ = 4. 36ο = 144ο .
ω
Άρα ω = 36ο ,
ΘΕΜΑ 13ο
Σε ευθεία ε παίρνουμε δύο διαδοχικά τμήματα ΑΒ, ΒΓ. Αν Δ, Ε, Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ,
ΒΓ, ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι τα τμήματα ΔΕ, ΒΖ έχουν κοινό μέσο.
Λύση
Δ
Ζ
Α
Ε
Γ
Β
Θέτουμε ΑΒ = x, ΒΓ = y
Μπορούμε, τώρα, να υπολογίσουμε οποιοδήποτε τμήμα συναρτήσει των x, y.
     
      x




2
2
2
2
2
(1)
 x
(2)

2
2
Από τις (1), (2)  ΖΕ = ΒΔ.
 
Άρα τα τμήματα ΔΕ, ΒΖ έχουν κοινό μέσο.
ΘΕΜΑ 14ο
(Ο, R) και τα διαδοχικά σημεία του Α, Β, Γ, Δ, ώστε   150 ,
0
Θεωρούμε κύκλο
  450 και
  1050 . Να αποδείξετε ότι η διχοτόμος της γωνίας 
αντικείμενη ημιευθεία της ΟΑ.
Λύση
Έστω Μ το μέσο του  .
Γ
Δ
Τότε ΟΜ διχοτόμος της  .
M
Β
O
A
  3600  1500  450  1050  600 .
 600
0
 

 30
2
2
      1500  300  1800
Άρα ΟΜ, ΟΑ αντικείμενες.
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είναι
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο
ΤΡΙΓΩΝΑ
ΘΕΜΑ 1ο
Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ, ΓΑ ενός τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε τμήματα ΑΔ = ΑΒ και
ΑΕ = ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΒΕ = ΓΔ.
Λύση
   
     τρ. ΑΒΕ = τρ.ΑΔΓ
ˆ 
ˆ 

1
2 
Δ
Ε
A
2
1
Άρα ΒΕ = ΓΔ
Γ
Β
ΘΕΜΑ 2ο
Σε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε τις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ και στις προεκτάσεις
τους θεωρούμε τμήματα ΒΚ = ΓΛ = ΑΜ. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΚΛΜ είναι
ισόπλευρο.
Λύση
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΜΑΚ, ΚΒΛ
Μ
1
ˆ  ˆ
ˆ 
ˆ  

1
1
Α
ΜΑ = ΚΒ
ΑΚ = ΒΛ σαν αθροίσματα ίσων
Β
1
( Π–Γ–Π )  τρ. ΜΑΚ = τρ. ΚΒΛ
Άρα
ΜΚ = ΚΛ
Ομοίως ΚΛ = ΛΜ
Λ
Γ
Κ
ΘΕΜΑ 3ο
Να αποδείξετε ότι στις ίσες πλευρές δύο ίσων τριγώνων αντιστοιχούν ίσες διάμεσοι.
Λύση
Α
Β
Δ
M
Γ


τρ.ΑΒΓ = τρ.ΔΕΖ  
Ε
Θα συγκρίνουμε τα τρίγωνα
ΑΒΜ, ΔΕΛ.
Ζ
Λ
  
ˆ  ˆ


  , μισά ίσων
(Π–Γ–Π)  τρ. ΑΒΜ = τρ ΔΕΛ  ΑΜ = ΔΛ
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ΘΕΜΑ 4ο
ˆ στην οποία θεωρούμε τμήμα ΑΕ = ΑΒ και
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΔ η διχοτόμος της 
ˆ  
ˆ
τμήμα ΑΖ = ΑΓ. Να αποδείξετε ότι 
Λύση
Θα συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΖ, ΑΕΓ
Α
12
Ε
Β
Γ
Δ
 
ˆ 
ˆ  (Π–Γ-Π)  τρ.ΑΒΖ = τρ.ΑΕΓ

1
2

Άρα
Ζ
ˆ  
ˆ

ΘΕΜΑ 5ο
Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' έχουν β = β', γ = γ' και μ β = μβ'. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα
είναι ίσα.
Απόδειξη
Εξετάζουμε πρώτα τα τρίγωνα ΑΒΜ και Α'Β'Μ' .Αυτά έχουν
ΑΒ = Α'Β', ΒΜ= Β'Μ' (από την υπόθεση) και ΑΜ =Α'Μ', ως μισά των ίσων πλευρών ΑΓ και
Α'Γ'.
Άρα, τα τρίγωνα ΑΒΜ και Α'Β'Μ' είναι ίσα (ΠΠΠ), οπότε Α = Α'. Επομένως, τα τρίγωνα
ΑΒΓ και Α'Β 'Γ' έχουν β = β', γ = γ' και Α =Α', άρα (ΠΓΠ) είναι ίσα.
ΘΕΜΑ 6ο
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Κ σημείο εξωτερικό του τριγώνου. Αν στις προεκτάσεις των ΑΚ,
ΒΚ, ΓΚ θεωρήσουμε τμήματα ΚΔ = ΑΚ, ΚΕ = ΒΚ, ΚΖ = ΓΚ , να αποδείξετε ότι
ˆ  
ˆ .

Λύση
Α
 
1 2
ˆ 1 ˆ 2  (Π–Γ–Π)  τρ.ΚΑΒ = τρ.ΚΔΕ

Γ
ˆ
1 Κ
Β
Άρα ˆ  
(1)
1
2
Ε
Ζ
Ομοίως
1
ˆ
ˆ 2  
2
(2)
ˆ  
ˆ
(1) + (2)  
2 1
Δ
ΘΕΜΑ 7ο
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ. Στις προεκτάσεις των ίσων πλευρών του
ΒΑ, ΓΑ θεωρούμε ίσα τμήματα ΑΔ, ΑΕ αντίστοιχα. Αν Μ το μέσο της βάσης ΒΓ, να
αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΔΕ είναι ισοσκελές.
Λύση
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Ε
Αρκεί να δειχθεί ότι ΜΔ = ΜΕ ή
αρκεί να δειχθεί ότι τρ. ΜΔΒ = τρ. ΜΕΓ
Έχουν
ΜΒ = ΜΓ
ˆ  ˆ προσκείμενες στη βάση ισοσκελούς
ΒΔ = ΓΕ αθροίσματα ίσων
Δ
A
B
Γ
Μ
ΘΕΜΑ 8ο
Δίνεται κύκλος Ο και χορδή του ΑΒ. Προεκτείνουμε την ΑΒ και προς τα δύο της άκρα,
ˆ .
ˆ  
κατά ίσα τμήματα ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι 
Λύση
Αρκεί να δειχθεί ότι τρ.ΟΑΓ = τρ.ΟΒΔ
Έχουν
ΟΑ =ΟΒ ακτίνες
Ο
ΑΓ = ΒΔ υπόθεση
ˆ 
ˆ παραπληρωματικές των
1 2
2 1

2
2
Α
Γ
Δ
Β
ΘΕΜΑ 9ο
ˆ A
ˆ  . Αν Ι είναι
Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν β = β΄, γ = γ΄ και A
το σημείο τομής των διχοτόμων ΑΔ και ΒΕ του τριγώνου ΑΒΓ και Ι΄ το σημείο τομής των
διχοτόμων Α΄Δ΄ και ΒΈ΄ του Α΄Β΄Γ΄, να αποδείξτε ότι:
i) ΑΔ = Α΄Δ΄ και ΒΕ = ΒΈ΄
ii) ΑΙ = ΑΊ΄ και ΒΙ = ΒΊ΄
Λύση
Α
Α'
Ε
Ε΄
Ι΄
Ι
Β
Β'
Γ
Δ
Γ'
Δ΄
ˆ 
ˆ
i) ( Π–Γ–Π )  τρ. ΑΒΓ = τρ. Α΄Β΄Γ΄  
( Γ–Π–Γ )  τρ. ΑΒΔ = τρ. Α΄Β΄Δ΄  ΑΔ = Α΄Δ΄
( Γ–Π–Γ )  τρ. ΑΒΔ = τρ. Α΄Β΄Δ΄  ΑΔ = Α΄Δ΄
ii) ( Γ–Π–Γ )  τρ. ΑΒΙ = τρ. Α΄Β΄Ι΄  ΑΙ = Α΄Ι΄ και ΒΙ = ΒΊ΄.
ΘΕΜΑ 10ο
Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ κατά ίσο τμήμα ΜΔ. Να
αποδείξτε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΓΔ είναι ίσα.
Λύση
Α
Β
Μ
Γ
Δ
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
Φέρνουμε τις ΔΒ, ΔΓ.
( Π–Γ–Π )  τρ ΑΜΒ = τρ. ΔΜΓ 
ΑΒ = ΓΔ
( Π–Γ–Π )  τρ ΑΜΓ = τρ. ΔΜΒ 
ΑΓ = ΒΔ
( Π–Π–Π )  τρ ΑΒΓ = τρ. ΔΓΒ
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ΘΕΜΑ 11ο
Αν ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄ είναι τρεις διάμετροι κύκλου, να αποδείξτε ότι τα τρίγωνα
ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα.
Λύση
Α
( Π–Π–Π )  τρ. ΟΑΒ = τρ. ΟΑ΄Β΄  ΑΒ = Α΄Β΄
Β
Γ
Ομοίως ΒΓ = Β΄Γ΄ και ΓΑ = ΓΆ΄
Ο
Γ΄
Β΄
Άρα τρ. ΑΒΓ = τρ. Α΄Β΄Γ΄
Α΄
ΘΕΜΑ 12ο
ˆ  ˆ . Να αποδείξτε
Σε ένα κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ΑΒ = ΓΔ και 
ˆ  ˆ .
ότι 
Λύση
Φέρνουμε τις διαγώνιες ΑΓ, ΒΔ για να
Δ
Αι
σχηματισθούν τρίγωνα.
( Π–Γ–Π )  τρ. ΑΒΓ = τρ. ΔΒΓ  ΑΓ = ΔΒ
ˆ  ˆ
( Π–Π–Π )  τρ. ΒΑΔ = τρ. ΓΑΔ  
Γ
B
ΘΕΜΑ 13ο
Θεωρούμε δύο ίσα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ . Η διάμεσος ΑΜ και η διχοτόμος ΒΔ του
ΑΒΓ τέμνονται στο Θ, ενώ η αντίστοιχη διάμεσος Α΄Μ΄ και η αντίστοιχη διχοτόμος Β΄Δ΄
του Α΄Β΄Γ΄ τέμνονται στο Θ΄. Να αποδείξετε ότι
i) ΒΔ = Β΄Δ΄
ˆ  BA
ˆ M
ii) BAM
iii) Τα τρίγωνα ΑΒΘ και Α΄Β΄Θ΄ είναι ίσα
iv) ΑΘ = Α΄Θ΄ και ΘΔ = Θ΄Δ΄.
Λύση
Α΄
A
1
1
Δ
Θ
Β
Δ'
Θ΄
1
Μ
Γ
Β'
1
Γ'
Μ'
ˆ 
ˆ , 
ˆ 
ˆ  , ΒΓ = Β΄Γ΄ κ.λ.π ……….
τρ. ΑΒΓ = τρ. Α΄Β΄Γ΄  A
ˆ 
ˆ  σαν μισές ίσων

1
1
i) ( Γ–Π–Γ )  τρ. ΑΒΔ = τρ. Α΄Β΄Δ΄  ΒΔ = Β΄Δ΄ και ΑΔ = Α΄Δ΄
ˆ 
ˆ
ii) ( Π–Γ–Π )  τρ. ΑΒΜ = τρ. Α΄Β΄Μ΄  A
1
1
iii) ( Γ–Π–Γ )  τρ. ΑΒΘ = τρ. Α΄Β΄Θ΄
iv) Από iii)  ΑΘ = Α΄Θ΄ και ΒΘ = Β΄Θ΄
αλλά από (i) έχουμε ΒΔ = Β΄Δ΄ αφαιρούμε κατά μέλη, οπότε ΘΔ = Θ΄Δ΄.
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ΘΕΜΑ 14ο
Δύο τμήματα ΑΒ και ΓΔ, που δεν έχουν τον ίδιο φορέα, έχουν την ίδια μεσοκάθετο ε. Αν η ε
και η μεσοκάθετος του ΑΓ τέμνονται, να αποδείξετε ότι από το σημείο τομής τους διέρχεται
και η μεσοκάθετος του ΒΔ
Λύση
Έστω Ο το σημείο τομής της μεσοκαθέτου ε
των ΑΒ, ΓΔ με τη μεσοκάθετο του ΑΓ.
Α
Β
Φέρνουμε τα ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ και ΟΔ. Τότε

 
 
Ο
Γ
Δ
Άρα ΟΒ = ΟΔ
Δηλαδή το Ο ισαπέχει από τα Β, Δ άρα ανήκει
στη μεσοκάθετο του ΒΔ, δηλαδή η μεσοκάθετος
του ΒΔ διέρχεται από το Ο.
ΘΕΜΑ 15ο
Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( ΑΒ = ΑΓ ). Η μεσοκάθετος της πλευράς ΑΓ
τέμνει την προέκταση της ΓΒ στο Δ. Προεκτείνουμε τη ΔΑ κατά τμήμα
ΑΕ = ΔΒ. Να αποδείξετε ότι:
i) το τρίγωνο ΔΑΓ είναι ισοσκελές
ii) το τρίγωνο ΓΔΕ είναι επίσης ισοσκελές.
i) Δ ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΓ  ΔΑ = ΔΓ
Λύση
Άρα τρ. ΔΑΓ ισοσκελές
E
ii) Από τα ισοσκελή ΑΒΓ και ΔΑΓ προκύπτουν
οι γωνίες φ του σχήματος.
Α
φ
Για να έχουμε τρ. ΓΔΕ ισοσκελές, δηλαδή
ΓΔ = ΓΕ, αρκεί να είναι ΑΔ = ΓΕ.
Δ
φ
Β
Προς τούτο, αρκεί τρ. ΑΔΒ = τρ. ΑΕΓ, το
φ
Γ
οποίο συμβαίνει διότι:
ΑΒ = ΑΓ, ΔB = AE και περιεχόμενες γωνίες
ίσες, σαν παραπληρωματικές των φ.
ΘΕΜΑ 16ο
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Στην προέκταση της πλευράς ΑΒ παίρνουμε σημείο Ε, ώστε ΒΕ=ΑΒ και
στην προέκταση της ΑΓ παίρνουμε σημείο Ζ, ώστε ΓΖ=ΑΓ. Αν ΑΔ το ύψος του τριγώνου και
ΕΗ, ΖΘ τα κάθετα τμήματα προς την ευθεία ΒΓ, τότε: (i) να συγκριθούν τα τρίγωνα ΑΒΔ και
ΕΒΗ, καθώς και τα ΑΓΔ και ΖΓΘ, (ii) να αποδειχθεί ότι ΕΗ = ΖΘ.
44
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
Λύση
(i) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΕΒΗ είναι ορθογώνια
(Δ = Η = 90°) και έχουν ΑΒ = ΒΕ (από υπόθεση)
και Β1 = Β2 (κατακορυφήν). Άρα, είναι ίσα. Όμοια και τα
τρίγωνα ΑΓΔ και ΖΓΘ είναι ίσα γιατί έχουν Δ = Θ = 90°,
ΑΓ = ΓΖ και Γ1 = Γ2.
(ii) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΔ και ΕΒΗ
προκύπτει ότι ΕΗ=ΑΔ. Όμοια από την άλλη ισότητα των
τριγώνων προκύπτει ΖΘ = ΑΔ. Επομένως ΕΗ = ΖΘ.
ΘΕΜΑ 17ο
Θεωρούμε δύο ίσους κύκλους με κέντρα Κ, Λ και από το μέσο Μ του ΚΛ ευθεία ε που τέμνει
τους κύκλους στα σημεία Α, Β και Γ, Δ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι ΑΒ = ΓΔ.
Απόδειξη
Επειδή τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ είναι χορδές ίσων κύκλων, για να
είναι ΑΒ = ΓΔ αρκεί τα αποστήματά τους ΚΕ και ΛΖ,
αντίστοιχα, να είναι ίσα. Τα τρίγωνα ΕΜΚ και ΖΜΛ είναι
ορθογώνια (Ε = Ζ = 90°) και έχουν ΚΜ = ΜΛ, γιατί το Μ είναι
μέσο του ΚΛ και Μ1= Μ2 ως κατακορυφήν. Άρα είναι ίσα,
οπότε ΚΕ = ΛΖ.
ΘΕΜΑ 18ο
Να αποδείξετε ότι τα μέσα των ίσων πλευρών ισοσκελούς τριγώνου ισαπέχουν:
i) από τη βάση
ii) από τις ίσες πλευρές
Λύση
i)
Έστω ΑΒ = ΑΓ , Δ και Ε τα μέσα και
ΔΚ, ΕΛ οι αποστάσεις
A
Δ
B
Ε
Λ
K
τρ. ΔΚΒ = τρ. ΕΛΓ διότι
ˆ  ˆ , ορθογώνια και ΔΒ = ΕΓ σαν μισά ίσων

Γ
A
ii)
Θ
Δ
Έστω ΔΙ , ΕΘ οι αποστάσεις των μέσων
τρ. ΑΙΔ = τρ. ΑΘΕ διότι
ˆ κοινή, ορθογώνια και ΑΔ = ΑΕ σαν μισά ίσων

Ι
Ε
Γ
B
ΘΕΜΑ 19ο
Να αποδείξετε ότι τα άκρα ενός τμήματος ισαπέχουν από κάθε ευθεία που διέρχεται από το
μέσο του.
Λύση
Έστω ΑΒ το τμήμα με μέσο Μ, ε η ευθεία
Α
και ΑΚ, ΒΛ οι αποστάσεις των Α, Β από
Μ
την ε.
Λ
ε
Κ
Β
τρ. ΜΚΑ = τρ. ΜΛΒ  ΑΚ = ΒΛ
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ΘΕΜΑ 20ο
Αν δύο τρίγωνα είναι ίσα, να αποδείξετε ότι και τα ύψη τους, που αντιστοιχούν στα ίσες
πλευρές, είναι ίσα.
Λύση
A
Δ
B
Έστω ΑΔ και Α΄Δ΄
αντίστοιχα ύψη.
τρ. ΑΔΒ = τρ. Α΄Β΄Γ΄ διότι
ˆ 
ˆ
είναι ορθογώνια με 
και ΑΒ = Α΄Β΄. Άρα ΑΔ = Α΄Δ΄
A'
Γ
Δ'
Γ'
Β΄
ΘΕΜΑ 21ο
Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( ΑΒ = ΑΓ ) και Μ το μέσο της βάσης του ΒΓ.
Να αποδείξετε ότι:
i) το Μ ισαπέχει από τις ίσες πλευρές του τριγώνου
ii) η ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας που σχηματίζουν οι αποστάσεις του Μ από τις ίσες
πλευρές μεταξύ τους.
Λύση
ΜΔ, ΜΕ οι αποστάσεις
i) τρ. ΔΑΜ = τρ. ΕΑΜ διότι
ˆ 
ˆ
είναι ορθογώνια, ΑΜ κοινή και 
1
2
αφού η διάμεσος ΑΜ είναι και διχοτόμος.
Άρα ΜΔ = ΜΕ
Α
12
Ε
Δ
Β
ˆ  
ˆ
ii) τρ. ΔΑΜ = τρ. ΕΑΜ  
ˆ .
Άρα ΑΜ διχοτόμος της 
Γ
Μ
ΘΕΜΑ 22ο
Να αποδείξετε ότι αν σε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι   , υα  
και      τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.
Λύση
Α
Β
Δ
Α'
2 1
Μ
Γ
Β'
Δ'
2 1
Μ'
Γ'
τρ. ΑΔΜ = τρ. Α΄Δ΄Μ΄
αφού είναι ορθογώνια με ίση υποτείνουσα και ίση μία
κάθετη πλευρά 
ˆ 
ˆ  άρα και 
ˆ 
ˆ  σαν παραπληρώματά τους

2
2
1
1
( Π–Γ–Π )  τρ. ΑΜΒ = τρ. Α΄Μ΄Β΄
ˆ 
ˆ  και ΑΒ = Α΄Β΄

( Π–Γ–Π )  τρ. ΑΒΓ = Α΄Β΄Γ΄
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ΘΕΜΑ 23ο
Να αποδείξετε ότι αν σε δύο οξυγώνια τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι   , υβ  
και    τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.
Λύση
Α
Α'
Δ
Ε
Δ΄
Ε΄
Γ
Β
Γ'
Β'
τρ. ΕΒΓ = τρ. Ε΄Β΄Γ΄ διότι είναι ορθογώνια με ΒΓ = Β΄Γ΄ και ΓΕ = ΓΈ΄
ˆ 
ˆ
Άρα 
τρ. ΔΒΓ = τρ. Δ΄Β΄Γ΄ ομοίως.
Άρα ˆ  ˆ 
( Γ–Π–Γ )  τρ. ΑΒΓ = τρ. Α΄Β΄Γ΄
ΘΕΜΑ 24ο
ˆ  1∟) και η διχοτόμος του ΒΔ. Από το Δ φέρουμε ΔΕ
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 
 ΒΓ, που τέμνει την ΑΒ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΓΖ είναι ισοσκελές.
Λύση
τρ. ΑΒΔ = τρ. ΕΒΔ διότι
ˆ 
ˆ .
ορθογώνια, ΒΔ κοινή και 
1
2
Άρα ΔΑ = ΔΕ και ΒΑ = ΒΕ (1)
Γ
Ε
Δ 2
1
2
1
Ζ
Α
Β
τρ. ΑΖΔ = τρ. ΕΓΔ διότι
ορθογώνια, ΔΑ = ΔΕ και ˆ 1  ˆ 2
Άρα ΑΖ = ΕΓ (2)
(1) + (2)  ΒΖ = ΒΓ  τρ. ΒΖΓ ισοσκελές.
ΘΕΜΑ 25ο
Δίνεται κύκλος (Ο, R), οι ίσες χορδές του ΑΒ, ΓΔ και τα αποστήματά τους ΟΚ και ΟΛ
αντίστοιχα. Αν οι προεκτάσεις των ΒΑ και ΔΓ τέμνονται στο Μ,να αποδείξετε ότι:
i) τα τρίγωνα ΜΟΚ και ΜΟΛ είναι ίσα
ii) MA = MΓ και ΜΒ = ΜΔ
Λύση
Β
Κ
i) Ίσες χορδές  ίσα αποστήματα ΟΚ = ΟΛ
Α
Μ
Ο
Δ
Λ
Γ
Άρα τρ. ΚΟΜ = τρ. ΛΟΜ
ii) Από i)  MK = MΛ (1)
αλλά ΒΚ = ΚΑ = ΔΛ = ΛΓ μισά ίσων (2)
(1) + (2)  ΜΒ = ΜΔ
(1) – (2)  ΜΑ = ΜΓ
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ΘΕΜΑ 26ο
Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ , Α΄Β΄Γ΄ έχουν μία κάθετη πλευρά ίση και η περίμετρος
του ενός είναι ίση με την περίμετρο του άλλου, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.
Λύση
Έστω ΑΒ = Α΄Β΄
Δ'
Δ
ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ = Α΄Β΄+ Β΄Γ΄+ ΓΆ΄ 
ΒΓ + ΓΑ = Β΄Γ΄+ ΓΆ΄ (1)
Προεκτείνουμε την ΑΓ κατά τμήμα
Γ'
Γ
ΓΔ = ΓΒ και την Α΄Γ΄ κατά τμήμα
1
1
Γ΄Δ΄= Γ΄Β΄
Β'
Α
Β
Α'
ˆ A
ˆ  θα είναι
(1)  ΑΔ = Α΄Δ΄ και επειδή ΑΒ = Α΄Β΄ και A
τρ. ΔΒΓ = τρ. Δ΄Β΄Γ΄ οπότε ˆ  ˆ  (2)
ˆ  ˆ
Τρ. ΓΒΔ ισοσκελές  
(3)
1
(3)
ˆ  ˆ σαν εξωτερική του τριγώνου ΓΒΔ 
Αλλά ˆ  
1
ˆ  2ˆ
Ομοίως ˆ   2ˆ 
Η (2)  ˆ  ˆ 
Τελικά τρ. ΑΒΓ = τρ. Α΄Β΄Γ΄ αφού είναι ορθογώνια με ΑΒ = Α΄Β΄ και ˆ  ˆ  .
ΘΕΜΑ 27ο
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των κορυφών Α των τριγώνων ΑΒΓ, που έχουν σταθερή
την πλευρά ΒΓ και τη διάμεσο ΑΜ με γνωστό μήκος.
Λύση
Έστω Α τυχαίο σημείο του γ.τόπου 
ΑΜ = μ (δηλαδή το σημείο Α απέχει από το
σταθερό σημείο Μ απόσταση μ) 
το Α ανήκει στον κύκλο ( Μ, μ).
Α
μ
Β
M
Γ
Άρα ο γ. τόπος της κορυφής Α είναι ο κύκλος
(Μ, μ), εκτός από τα σημεία A1 , A 2 στα οποία η
ευθεία ΒΓ τέμνει τον κύκλο, αφού τότε δεν
ορίζεται τρίγωνο ΑΒΓ.
ΘΕΜΑ 28ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Ο. Αν Α΄, Β΄, Γ΄ είναι τα συμμετρικά των Α, Β, Γ ως
προς το κέντρο Ο αντίστοιχα, να αποδειχθεί ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ Α΄Β΄Γ΄ είναι συμμετρικά
ως προς το Ο και ίσα.
Λύση
Α
Κάθε πλευρά του τριγώνου ΑΒΓ είναι συμμετρική
αντίστοιχης πλευράς του τριγώνου Α΄Β΄Γ΄ ως
προς κέντρο συμμετρίας το Ο.
Β
Γ
Άρα τα δύο τρίγωνα είναι συμμετρικά .
Ο
Γ΄
Β΄
Α΄
Είναι ΑΒ = Α΄Β΄ σαν συμμετρικά ευθ. τμήματα .
Ομοίως ΒΓ = Β΄Γ΄ και ΓΑ = ΓΆ΄
Άρα τρ. ΑΒΓ = τρ. Α΄Β΄Γ΄
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ΘΕΜΑ 29ο
Έστω ε, ε΄ δύο κάθετοι που τέμνονται στο Ο και ένα τυχαίο σημείο Μ. Αν Μ΄ είναι το
συμμετρικό του Μ ως προς ε και Μ΄΄ το συμμετρικό του Μ΄ ως προς ε΄, τότε να
αποδείξετε ότι:
i) ΟΜ = ΟΜ΄΄
ii) τα σημεία Μ, Ο, Μ΄΄ είναι συνευθειακά.
Λύση
ε΄
ε
Ο
4
Μ''
Μ
i) ΟΜ = ΟΜ΄ σαν συμμετρικά
ΟΜ΄= ΟΜ΄΄ σαν συμμετρικά
Άρα ΟΜ = ΟΜ΄΄
ˆ O
ˆ και O
ˆ O
ˆ από τις
ii) O
1
2
3
4
συμμετρίες, οπότε
Μ'
ˆ O
ˆ + O
ˆ O
ˆ = O
ˆ O
ˆ +O
ˆ O
ˆ
O
1
2
3
4
2
2
3
3
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ο
ο
= 2 O 2 + 2 O 3 = 2 ( O 2 + O 3 ) = 2. 90 = 180 .
Άρα ΜΟΜ΄΄ ευθεία
3
1
2
ΘΕΜΑ 30ο
Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες και τις περιεχόμενες γωνίες άνισες, τότε και οι τρίτες
πλευρές θα είναι όμοια άνισες και αντίστροφα.
Απόδειξη
Ας θεωρήσουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' με ΑΒ = Α'Β',
ΑΓ = Α'Γ' και Α > Α' .Θα αποδείξουμε ότι BΓ > Β'Γ'.
Αφού Α > Α', υπάρχει εσωτερική ημιευθεία Ax της Ατέτοια,
ώστε ΒΑx = Α'. Πάνω στην Αx θεωρούμε σημείο Δ, ώστε ΑΔ
= Α'Γ'. Τότε τα τρίγωνα ΑΒΔ και Α'Β'Γ' είναι ίσα (ΠΓΠ).
Άρα, ΒΔ = Β'Γ'. Φέρουμε κατόπιν τη διχοτόμο ΑΕ της
γωνίας ΔΑΓ, οπότε σχηματίζονται δύο ίσα τρίγωνα τα ΑΔΕ
και ΑΓΕ, άρα ΕΔ = ΕΓ. Στο τρίγωνο ΒΔΕ, έχουμε από την
τριγωνική ανισότητα ότι
ΒΔ<ΒΕ+ΕΔ=ΒΕ+ΕΓ=ΒΓ άρα ΒΔ<ΒΓ άρα Β΄Γ΄=ΒΔ<ΒΓ άρα Β΄Γ΄< ΒΓ
Αντίστροφα. Ας θεωρήσουμε ότι στα τρίγωνα ΑΒΓ και Α'Β'Γ' είναι ΑΒ = Α'Γ', ΑΓ = Α'Γ' και
ΒΓ > Β'Γ'. Αν ήταν Α =Α', τότε θα είχαμε ότι ΒΓ = Β'Γ', ενώ αν ήταν ΑΑ', θα είχαμε ότι Β'Γ' Α
> Α'.
ΘΕΜΑ 31ο
Αν Μ είναι ένα εσωτερικό σημείο ενός τριγώνου ΑΒΓ, να αποδειχθεί ότι:
i) ΒΜΓ > Α ii) ΜΒ + ΜΓ
Απόδειξη
i) Έστω Δ το σημείο τομής της προέκτασης του ΒΜ με την ΑΓ. Η γωνία
ΒΜΓ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΜΔΓ και επομένως ΒΜΓ > Δ1.
Αλλά η Δ1 είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΑΒΔ, οπότε θα είναι Δ1 > Α. Άρα
θα είναι και ΒΜΓ > Α.
(ii) Με εφαρμογή της τριγωνικής ανισότητας στα τρίγωνα ΑΒΔ και
ΜΓΔ προκύπτουν αντίστοιχα οι ανισότητες Προσθέτοντας κατά μέλη
βρίσκουμε: ΜΒ + ΜΔ + ΜΓ
49
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ
ΘΕΜΑ 32ο
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Δ της πλευράς ΒΓ. Αν ισχύουν δύο από τις
προτάσεις:
(i) το τμήμα ΑΔ είναι διάμεσος,
(ii) το τμήμα ΑΔ είναι διχοτόμος,
(iii) το τμήμα ΑΔ είναι ύψος, τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με
βάση ΒΓ.
Απόδειξη
Έστω ΑΔ διχοτόμος και διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ .
Προεκτείνουμε το ΑΔ κατά ίσο τμήμα ΔΕ. Τότε τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΓΕ
είναι ίσα (ΒΔ = ΔΓ, ΑΔ = ΔΕ, Δ1= Δ2 ως κατακορυφήν). Άρα ΑΒ = ΓΕ (1)
και Α1 = Ε. Από την Α1 = Ε προκύπτει ΑΓ = ΓΕ (2), αφού ΑΔ διχοτόμος,
οπότε Α1 = Α2= Ε. Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι ΑΒ=ΑΓ. Αν
ΑΔ είναι ύψος και διάμεσος ή ύψος και διχοτόμος τότε εύκολα
αποδεικνύεται ότι τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΓ είναι ίσα, οπότε ΑΒ = ΑΓ.
ΘΕΜΑ 33ο
ˆ  ˆ . Να αποδείξετε ότι B
ˆ  900 .
Στο παρακάτω σχήμα είναι B
1
1
1
Λύση
ˆ  ˆ από υπόθεση (1)
B
1
1
Α
ˆB  ˆ εξωτερική του τρ. ΑΒΓ
1
1
(2)
ˆ  ˆ  ˆ 
(1) + (2)  2
1
1
2
0
ˆ
21  180

0
ˆ  90

2 1
Γ
2
Β
2
επόμενες
1
ΘΕΜΑ 34ο
ˆ  ˆ , να αποδείξετε ότι ΑΔ =
Αν σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ ισχύουν ΑΒ = ΒΓ και 
ΓΔ. Τι συμπεραίνετε για τη ΒΔ;
Λύση
Β
A
1
2
1
2
Γ
Δ
ˆ  ˆ
ΑΒ = ΒΓ  
1
1
ˆ
ˆ

υπόθεση
(1)
(2)
ˆ  ˆ
(2) – (1)  

2
2
τρ. ΔΑΓ ισοσκελές δηλαδή ΔΑ = ΔΓ
Επειδή το Β ισαπέχει από τα Α, Γ θα ανήκει
στη μεσοκάθετο του τμήματος ΑΓ.
Ομοίως για το Δ. Άρα η ΒΔ είναι
μεσοκάθετος του ΑΓ.
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ΘΕΜΑ 35ο
Αν Μ σημείο της βάσης ΒΓ ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε ότι ΑΜ < ΑΒ.
Λύση
Α
ˆ  ˆ 
Τρ. ΑΜΓ  
1
ˆ
ˆ
 
1
Γ
1
M
Β
Στο τρίγωνο ΑΜΒ, απέναντι μεγαλύτερης γωνίας
βρίσκεται μεγαλύτερη πλευρά
Άρα ΑΒ > ΑΜ
ΘΕΜΑ 36ο
ˆ = 90ο), η διχοτόμος της γωνίας ˆ τέμνει την πλευρά ΑΒ
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 
στο Δ. Να αποδείξετε ότι ΑΔ < ΔΒ.
Λύση
Γ
Φέρνουμε ΔΚ  ΒΓ
Είναι ΔΑ = ΔΚ (1) σαν αποστάσεις του σημείου
Δ της διχοτόμου από τις
πλευρές της γωνίας.
Τρ.
ΚΔΒ
ορθογώνιο
ΔΚ < ΔΒ
(2)

Ε
Από τις (1), (2)
 ΔΑ < ΔΒ
Α
Β
Δ
ΘΕΜΑ 37ο
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Ο σημείο στο εσωτερικό του τριγώνου. Οι ΒΟ και ΓΟ τέμνουν τις
ΑΓ και ΑΒ στα σημεία Λ και Μ αντίστοιχα. Αν ισχύει
ΒΟ = ΓΟ και ΟΛ = ΟΜ να
αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.
Λύση
Λ
( Π–Γ–Π )  τρ. ΟΜΒ = τρ. ΟΛΓ 
ˆ  ˆ
B
(1)
1
1
ˆ  ˆ
τρ. ΟΒΓ ισοσκελές  B
(2)
2
ˆ  ˆ , άρα τρ. ΑΒΓ ισοσκελές.
(1) + (2)  B
Α
Μ
2
O
Β
2
1
1
Γ
2
ΘΕΜΑ 38ο
Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ ( ΑΒ = ΑΓ ) και Κ, Λ τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα. Να
αποδείξετε ότι , αν οι εξωτερικές διχοτόμοι των γωνιών του ˆ και ˆ τέμνονται στο σημείο
Δ, τότε το τρίγωνο ΔΚΛ είναι ισοσκελές.
Λύση
Α
Συμπεράσματα:
ˆ  ˆ , B
ˆ  ˆ , 
ˆ 
ˆ  ˆ  ˆ
B
Λ
Κ


1
2
1
2
Β
1
2
2
Γ
1
ˆ  ˆ  τρ. ΔΒΓ ισοσκελές με ΔΒ = ΔΓ
B
2
2
( Π–Γ–Π )  τρ. ΚΒΔ = τρ. ΚΓΛ
Άρα ΔΚ = ΔΛ
Δ
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ΘΕΜΑ 39ο
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει   
 
όταν


ή   ;
2
2

ˆ 
ˆ  ˆ . Τι ισχύει
, να αποδείξετε ότι 
2
Λύση
Έστω ΑΔ η διάμεσος  
. 

 
 ΑΔ < ΔΒ 
2
Α
1 2
ˆ
ˆ 

1
. 
και

ΑΔ < ΔΓ
Γ
Β
Μ
Ομοίως, όταν   

τότε
2
ˆ
ˆ  
2
……………+
ˆ
ˆ  ˆ  

ˆ και όταν    τότε
ˆ  ˆ  


2
ˆ
ˆ  ˆ  

ΘΕΜΑ 40ο
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και Μ το μέσο της ΒΓ. Να αποδείξετε ότι
ˆ  
ˆ ii)          iii)       2
i) 




2
2
Λύση
Α
1
i) Προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ =   κατά
τμήμα ΜΔ = ΑΜ.
2
Γ
Β
(Π–Γ–Π)  τρ. ΜΓΔ = τρ. ΜΒΑ 
ˆ (1)
ΓΔ = ΑΒ < ΑΓ και ˆ  
1
ˆ
ˆ
Αφού ΓΔ < ΑΓ, στο τρ. ΓΑΔ     (2)
Μ
Δ
2
ˆ 
ˆ
(1), (2)  
1
2
ii) Τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο ΓΑΔ:          
    2.     

 
  
2
2
iii) Από ii) έχουμε 2.      (1)
ομοίως
και
(1) + (2) + (3) 
2.    
(2)
2.      (3)


2         2.  2.  2. 
            
       2.
52
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ: ΑΥΓΕΡΙΝΟΣ ΒΑΣΙΛΗΣ

ΘΕΜΑ 41ο
Έστω κύκλος (Ο,R) διαμέτρου ΑΒ και σημείο Σ της ημιευθείας ΟΑ. Για κάθε σημείο Μ
του κύκλου να αποδειχθεί ότι ΣΑ  ΣΜ  ΣΒ
Λύση
i) Όταν Μ  Α και Β
Φέρνουμε την ακτίνα ΟΜ.
Τριγωνική ανισότητα στο τρ. ΣΟΜ
Μ
Σ
Β
Α
O
ΣΟ – ΟΜ < ΣΜ < ΣΟ + ΟΜ 
ΣΟ – ΟΑ < ΣΜ < ΣΟ + ΟΒ 
ΣΑ < ΣΜ < ΣΒ
ii) Όταν Μ  Α τότε ΣΑ = ΣΜ <ΣΒ
iii) Όταν Μ  Β τότε ΣΑ < ΣΜ = ΣΒ
ΘΕΜΑ 42ο
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Αν η διχοτόμος   τέμνει κάθετα τη διάμεσο   , να
αποδείξετε ότι : i) AΓ = 2.ΑΒ ii) ΑΒ < ΒΓ
Λύση
Έστω ΑΔ η   και ΒΜ η   , που
Α
τέμνονται στο Κ.
i) Το ΑΚ είναι ύψος και διχοτόμος του
Μ
τριγώνου ΑΒΜ, άρα ισοσκελές με
Κ
ΑΜ = ΑΒ
ΑΓ = 2.ΑΜ = 2.ΑΒ
Γ
Β
Δ
ii) Φέρουμε τη ΜΔ
Η ΑΚΔ είναι μεσοκάθετος του ΒΜ  ΔΜ = ΔΒ (1)
Από το τρ. ΜΔΓ έχουμε ΜΓ < ΜΔ + ΔΓ 
ΑΒ < ΔΒ + ΔΓ 
ΑΒ < ΒΓ
ΘΕΜΑ 43ο
Έστω κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ και Ο εσωτερικό σημείο του.
      
i) Να αποδείξετε ότι ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ >
2
ii) Για ποια θέση του Ο το άθροισμα ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ γίνεται ελάχιστο;
Λύση
i) Τρ. ΟΑΒ : ΟΑ + ΟΒ > ΑΒ
Β
Τρ. ΟΒΓ : OB + OΓ > ΒΓ
Α
ΤΡ. ΟΓΔ : ΟΓ + ΟΔ > ΓΔ
Κ
ΤΡ. ΟΔΑ : ΟΔ + ΟΑ > ΔΑ
Ο
Δ
Προσθέτουμε κατά μέλη
Γ
2 (ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ ) > ΑΒ +ΒΓ + ΓΔ +ΔΑ
ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ >
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2
ii) Όταν το Ο δεν είναι σημείο της διαγωνίου ΑΓ, από το τρίγωνο ΟΑΓ έχουμε
ΟΑ + ΟΓ > ΑΓ
Όταν το Ο είναι σημείο της διαγωνίου ΑΓ, τότε ΟΑ + ΟΓ = ΑΓ
Σε κάθε περίπτωση είναι ΟΑ + ΟΓ  ΑΓ (1)
ΟΒ + ΟΔ  ΒΔ (2)
Ομοίως
ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ  ΑΓ + ΒΔ
(1) + (2) 
Η ελάχιστη, λοιπόν, τιμή του αθροίσματος ΟΑ + ΟΒ + ΟΓ + ΟΔ είναι ΑΓ + ΒΔ
και αυτό συμβαίνει όταν το Ο συμπίπτει με το σημείο τομής των διαγωνίων.
ΘΕΜΑ 44ο
Σε τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ < ΑΓ) προεκτείνουμε τις πλευρές ΒΑ και ΓΑ προς το μέρος του Α
κατά τμήματα ΑΔ = ΑΓ και ΑΕ = ΑΒ αντίστοιχα. Η ευθεία ΔΕ τέμνει την ευθεία ΒΓ στο
σημείο Μ. Να αποδείξετε ότι :
i) Το τρίγωνο ΜΒΕ είναι ισοσκελές
ˆ διέρχεται από το σημείο Α.
ii) Η διχοτόμος της 
Λύση
Δ
Ε 1
3 2
2
3
2
ˆ
Επομένως Eˆ 3  B
3
Άρα τρ. ΜΕΒ ισοσκελές
ii) Τα σημεία Α, M ισαπέχουν από τα άκρα του
τμήματος ΒΕ, άρα ανήκουν στη μεσοκάθετό
του, δηλαδή η ΑΜ είναι μεσοκάθετος του ΒΕ.
Γ
Λόγω, δε, του ισοσκελούς ΜΒΕ, θα είναι και διχοτόμος.
Α
Μ
i) ( Π– Γ– Π )  τρ. ΑΕΔ = τρ. ΑΒΓ
ˆ
Άρα Eˆ 1  B
1
ˆ
Τρ. ΑΒΕ ισοσκελές  Eˆ  B
21
Β
ΘΕΜΑ 45ο
Στις κάθετες πλευρές ΑΒ, ΑΓ ορθογώνιου τριγώνου ΑΒΓ θεωρούμε τα σημεία Δ, Ε
αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι i) ΔE < EB ii) ΔE < BΓ
Λύση
i) Από το Ε έχουμε τις ΕΔ, ΕΒ πλάγιες
στην ΑΒ και επειδή ΑΔ < ΑΒ, θα είναι
Γ
ΕΔ < ΕΒ
(1)
Ε
ii) Από το B έχουμε τις BE, BΓ πλάγιες
στην ΑΓ και επειδή ΑΕ < ΑΓ, θα είναι
ΒΕ < ΒΓ
(2)
Α
Β
(1)
και
(2)
ΕΔ < ΕΒ < ΒΓ  ΕΔ < ΒΓ

Δ
ΘΕΜΑ 46ο
Στο παρακάτω σχήμα το ΑΗ είναι ύψος και διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ.
Να συγκρίνεται τα τμήματα ΑΒ, ΑΓ και ΑΔ
A
Λύση
ΑΗ μεσοκάθετος του ΒΓ  ΑΒ = ΑΓ
Από το Α έχουμε τις ΑΓ, ΑΔ πλάγιες
στη ΒΔ και επειδή ΗΓ < ΗΔ, θα είναι ΑΓ < ΑΔ
B
Η
Γ
Δ
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ΘΕΜΑ 47ο
Στο παρακάτω σχήμα τα ΡΑ, ΡΒ είναι εφαπτόμενα
ˆ , τα Λ, Ν μέσα των
τμήματα , η ΡΚ διχοτόμος της 
τόξων  και  αντίστοιχα και Μ το μέσο της
χορδής ΑΒ.
Χαρακτηρίστε ως σωστή ( Σ ) ή λάθος ( Λ ) κάθε μία από τις
παρακάτω προτάσεις
Α
Ο
Ρ
Κ
Λ
Μ
Ν
Β
i) ΡΑ = ΡΒ
Σ
Λ
ii) Η ΡΚ διέρχεται από το Ο
Σ
Λ
iii) H OM διέρχεται από τα Ρ, Λ, Ν
Σ
Λ
iν) Η προέκταση του ΛΜ διχοτομεί τις γωνίες
ˆ και το τόξο 
ˆ , 

Σ
Λ
ΘΕΜΑ 48ο
Αν έχουμε δύο ομόκεντρους κύκλους, να εξηγήσετε γιατί όλες οι χορδές του
μεγάλου κύκλου που εφάπτονται στο μικρό κύκλο είναι ίσες.
Λύση
Γιατί έχουν ίσα αποστήματα
ΘΕΜΑ 49ο
Δίνεται κύκλος (Ο, ρ), μία διάμετρός του ΑΒ και οι εφαπτόμενες 1 ,  2 του κύκλου στα Α,
ˆ = 90ο
Β. Αν μια τρίτη εφαπτομένη  τέμνει τις  ,  στα Γ, Δ, να αποδείξετε ότι 
1
2
Λύση
ε1
Α
ε2
Ο
Β
Δ
ε
Γ
Μ
Έστω Μ το σημείο επαφής της ε με τον
κύκλο.
Η διακεντρική ευθεία ΓΟ διχοτομεί τη
ˆ .
γωνία 
Η διακεντρική ευθεία ΔΟ διχοτομεί τη
ˆ .
γωνία 
Δηλαδή οι ΟΓ, ΟΔ διχοτομούν δύο εφεξής
παραπληρωματικές γωνίες, άρα είναι
κάθετες.
ΘΕΜΑ 50ο
Από εξωτερικό σημείο Ρ κύκλου (Ο,R) φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ και ΡΒ. Μια
τρίτη εφαπτομένη σε σημείο Ε του κύκλου τέμνει τα ΡΑ και ΡΒ στα σημεία Γ, Δ
αντίστοιχα. Να βρεθεί η περίμετρος του τριγώνου ΡΓΔ ως συνάρτηση των τμημάτων ΡΑ
και ΓΔ.
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Λύση
Ρ
Είναι ΓΕ = ΓΑ σαν εφαπτόμενα τμήματα
Ομοίως ΔΕ = ΔΒ και ΡΑ = ΡΒ
Δ
Ε
Γ
Β
Α
ΡΓ + ΓΔ + ΔΡ = ΡΑ – ΓΑ + ΓΔ + ΡΒ – ΔΒ
= 2 ΡΑ
Ο
ΘΕΜΑ 51ο
Να αποδείξετε ότι δύο σημεία μιας εφαπτομένης κύκλου, τα οποία ισαπέχουν από το σημείο
επαφής, απέχουν ίση απόσταση από τον κύκλο.
Λύση
(Ο, ρ) ο κύκλος
ΑΜΒ εφαπτομένη με ΜΑ = ΜΒ
Οι ΟΑ, ΟΒ τέμνουν τον κύκλο στα Γ,Δ
Ο
Θα αποδείξουμε ότι ΑΓ = ΒΔ
Γ
Α
Δ
Φέρουμε την ΟΜ. Τότε ΟΜ  ΑΒ
Β
Μ
(Π-Γ-Π)  τρ. ΟΜΑ = τρ. ΟΜΒ 
ΟΑ = ΟΒ

ΟΑ – ΟΓ = ΟΒ – ΟΔ

ΑΓ = ΒΔ
ΘΕΜΑ 52ο
Από σημείο Μ εξωτερικό του κύκλου (Ο,R) φέρουμε τις εφαπτόμενες ΜΑ, ΜΒ του κύκλου.
ˆ
Προεκτείνουμε το ΟΒ κατά ίσο τμήμα ΒΓ. Να αποδείξετε ότι η γωνία 
είναι
ˆ
τριπλάσια της  .
Λύση
ΒΜ μεσοκάθετος του ΟΓ

Μ
ˆ
ˆ
12 3
2  3
Α
ΜΑ, ΜΒ εφαπτόμενα τμήματα 
ˆ 
ˆ

1
2
Γ
ˆ 
ˆ =
ˆ
Ο
Άρα 
Β
1
2
3
ˆ
ˆ =3 
Οπότε 
3
ΘΕΜΑ 53ο
Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α . Μία ευθεία ε εφάπτεται και στους δύο κύκλους στα
Β, Γ αντίστοιχα, όπως στο σχήμα. Να αποδειχθεί ότι:
(i) Η εφαπτομένη ζ του ενός κύκλου στο Α είναι και εφαπτομένη του άλλου.
(ii) Η ευθεία ζ διχοτομεί το τμήμα ΒΓ.
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Απόδειξη
(i) Έστω ότι η ζ εφάπτεται στον κύκλο (Κ) στο Α. Τότε ζ ⊥ ΚΑ(1).
Επειδή όμως οι κύκλοι εφάπτονται, το Α είναι σημείο της
διακέντρου ΚΛ, οπότε από την (1) προκύπτει ότι ζ ⊥ ΑΛ,
επομένως η ευθεία ζ είναι και εφαπτομένη του κύκλου (Λ).
(ii) Έστω Μ το σημείο τομής της ζ με την ε. Τότε ΜΑ = ΜΒ, ως
εφαπτόμενα τμήματα του (Κ) και ΜΑ = ΜΓ, ως εφαπτόμενα
τμήματα του (Λ). Από τις ισότητες αυτές προκύπτει ότι ΜΒ =
ΜΓ.
ΘΕΜΑ 54ο
Να προσδιοριστούν οι σχετικές θέσεις των κύκλων (Κ, ρ) και (Λ, 2ρ) αν

i) ΚΛ =
2
ii) KΛ = 
iii) ΚΛ = 2
iv) ΚΛ = 3
v) ΚΛ = 4
Λύση
R 2  R1  2    
R 2  R1  2    3
i) Είναι ΚΛ < R 2  R1
ii) Είναι ΚΛ = R 2  R1
iii) Είναι R 2  R1 < ΚΛ <
iv) Είναι ΚΛ = R 2  R1
v) Είναι ΚΛ > R 2  R1
Άρα ο κύκλος (Κ, ρ) είναι εσωτερικός του (Λ, 2ρ)
Άρα οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά
R 2  R1 Άρα οι κύκλοι τέμνονται
Άρα οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά
Άρα ο κάθε κύκλος εξωτερικός του άλλου.
ΘΕΜΑ 55ο
Δίνεται κύκλος (Ο,R) και εξωτερικό σημείο του Ρ, ώστε ΟΡ < 2R. Γράφουμε τον κύκλο
(Ο, 2R). Να αποδείξετε ότι :
i) ο κύκλος (Ο, 2R) τέμνει τον κύκλο (Ρ, ΡΟ) σε δύο σημεία Γ και Δ
ii) τα ευθύγραμμα τμήματα ΟΓ και ΟΔ τέμνουν τον κύκλο (Ο, R) στα σημεία Α και Β
iii) τα ΡΑ και ΡΒ εφάπτονται στον (Ο, R).
Λύση
Γ
Α
Ο
Ρ
Β
Δ
Οι ακτίνες των κύκλων έστω ότι είναι
ΟΑ = R 1 = R
ΟΓ = R 2 = 2R
ΡΟ = R 3 < 2R
i)
Αρκεί να δειχθεί ότι
R 2  R1 < ΟΡ < R 2  R1 ή αρκεί
2R– R < OΡ < 2R + R
ή αρκεί
R < ΟΡ < 3R το οποίο ισχύει
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ii) Το σημείο Ο είναι εσωτερικό σημείο του κύκλου (Ο,R) και το Γ εξωτερικό
Άρα το τμήμα ΟΓ τέμνει τον κύκλο, έστω στο Α.
Ομοίως για Β.
iii) Επειδή ΟΓ = 2R και ΟΑ = R , το Α είναι μέσο της χορδής ΟΓ του κύκλου
(Ρ, ΡΟ), άρα το ΡΑ είναι απόστημα, δηλαδή ΡΑ  ΟΓ. Άρα ΡΑ εφάπτεται στον
κύκλο (Ο,R) .
ΘΕΜΑ 56ο
Δίνονται οι κύκλοι  O1 , R 1  και  O 2 , R 2  με O1O2  R1  R 2  2R 2 .
i) Nα αποδείξετε ότι ο ένας βρίσκεται στο εξωτερικό του άλλου.
ii) Έστω ότι η διάκεντρος τέμνει τον ( O1 ) στα σημεία Μ, Μ΄ και τον ( O 2 ) στα σημεία
Ν, Ν΄ αντίστοιχα, με τα Μ, Ν μεταξύ των Μ΄, Ν΄. Nα αποδείξετε ότι ΜΝ  ΑΒ 
Μ΄Ν΄, όπου Α, Β τυχαία σημεία των κύκλων
( O1 ) και ( O 2 ) αντίστοιχα.
Λύση
i) Η ανισότητα O1O2  R1  R 2  ότι ο ένας βρίσκεται στο εξωτερικό του
άλλου.
Η ανισότητα R1  R 2  2R 2  R1  R 2
ii)
O1O 2  O1 A + AB + B O 2 
O1M  MN  NO2  O1A  AB  BO 2
A
B
M΄
1
Μ
Ν
2
MN  AB
Ν΄
AB  A O1 + O1 O 2 + O 2 B 
AB  O1 M΄ + O1 O 2 + O 2 Ν΄ 
ΑΒ  Μ΄Ν΄
ΘΕΜΑ 57ο
Ένας κύκλος κέντρου Κ είναι εξωτερικός ενός άλλου κύκλου κέντρου Λ. Μια κοινή
εξωτερική εφαπτομένη και μια κοινή εσωτερική εφαπτομένη των δύο κύκλων τέμνονται στο
ˆ = 90ο
Ρ. Να αποδείξετε ότι 
Λύση
ΡΑ, ΡΒ εφαπτόμενα τμήματα.
ˆ
Ρ
Άρα ΡΚ διχοτόμος της 
Α
Δ
Β
Κ
ΡΓ, ΡΔ εφαπτόμενα τμήματα
ˆ
Άρα ΡΛ διχοτόμος της 
Λ
Γ
Έτσι, οι ΡΚ, ΡΛ είναι
διχοτόμοι δύο εφεξής
παραπληρωματικών γωνιών
άρα είναι κάθετες.
΄.
ΘΕΜΑ 58ο
Αν ΟΚ, ΟΛ είναι αντίστοιχα τα αποστήματα των χορδών ΑΒ, ΓΔ κύκλου
(Ο, R), να αποδείξετε ότι ΑΒ < ΓΔ αν και μόνο αν ΟΚ > ΟΛ
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Λύση
Μεταφέρουμε τη χορδή ΓΔ στη θέση ΒΕ, οπότε δεν αλλάζει
το απόστημα, αφού ίσες χορδές έχουν ίσα αποστήματα.
Θα αποδείξουμε την ισοδυναμία: AB < BE  OK > OΛ
Φέρνουμε το τμήμα ΚΛ.
AB < BE 
Ε
ˆ  
ˆ
ΚΒ < ΒΛ  τα μισά τους) 
1
1
 (απέναντι μικρότερης πλευράς μικρότερη γωνία στο ΒΚΛ))
ˆ ,
ˆ )
 (συμπληρωματικές των 
1
1
(απέναντι μεγαλύτερης γωνίας μεγαλύτερη πλευρά).
Ο
Α
2
Κ 1
Β
1
2
Λ
ˆ > ˆ

2
2
ΟΚ > ΟΛ
ΘΕΜΑ 59ο
Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε, Ζ των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ
αντίστοιχα, ώστε ΑΔ = ΒΕ = ΓΖ. Αν Κ, Λ, Μ τα σημεία τομής των ΑΕ, ΓΔ και ΒΖ, να
αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ισόπλευρο.
Λύση
(Π–Γ–Π)  τρ.ΑΒΕ = τρ.ΒΓΖ = τρ.ΓΑΔ 
Α
ˆ 
ˆ  ˆ και ˆ  ˆ  
ˆ

1
1
Δ 2
Κ
Ζ
Λ
Β
1
2
Μ
2
1
Γ
Ε
ΘΕΜΑ 60ο
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ =
1
1
2
2
2
(Γ–Π–Γ)  τρ.ΑΔΚ = τρ.ΒΕΛ = τρ.ΓΖΜ 
ˆ 
ˆ 
ˆ


ίσες οι κατά κορυφή τους 
τρ.ΚΛΜ ισόπλευρο.
ˆ

και ˆ = . Να αποδείξετε ότι
2
2
ˆ = 1∟.

Λύση
Έστω Μ το μέσο της ΒΓ.
Τότε ΑΒ = ΒΜ = ΜΓ.
Δ
Φέρουμε τη διχοτόμο ΒΔ του τρ.ΑΒΓ
Τότε ˆ 1 = ˆ 2 = ˆ
1
2
Γ
Β
ˆ
ˆ =
Μ
(Π - Γ – Π)  τρ.ΒΜΔ = τρ.ΒΑΔ  
ˆ 2 = ˆ  τρ.ΔΒΓ ισοσκελές  η διάμεσός του ΔΜ είναι και ύψος.
ˆ = 1∟.
ˆ = 1∟, οπότε και 
Άρα 
Α
ΘΕΜΑ 61ο
Να αποδείξετε ότι, δύο τρίγωνα τα οποία έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις
αντίστοιχες διαμέσους που περιέχονται στις πλευρές αυτές ίσες μία προς μία, είναι ίσα.
Λύση
Θεωρούμε τα τρίγωνα ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄με ΑΒ = Α΄Β΄, ΑΓ = Α΄Γ΄
Α'
Α
και διαμέσους ΑΔ = Α΄Δ΄ Προεκτείνουμε τις διαμέσους κατά
ίσα τους τμήματα ΔΕ, Δ΄Ε΄
αντίστοιχα.
Β
Γ'
Γ
Β'
(Π–Γ–Π
)
τρ.ΔΓΕ
=
τρ.ΔΒΑ
και

Δ
Δ'
τρ.Δ΄ΓΈ΄ = τρ.Δ΄ΒΆ΄  ΓΕ = ΒΑ = ΒΆ΄= ΓΈ΄
(Π–Π–Π )  τρ.ΑΓΕ = τρ.Α΄ΓΈ΄  έχουν ίσες
Ε'
Ε
αντίστοιχες διαμέσους.
Άρα ΓΔ = Γ΄Δ΄  ΓΒ = Γ΄Β΄.
(Π –Π – Π )  τρ.ΑΒΓ = τρ.Α΄Β΄Γ΄.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο
ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ
ΘΕΜΑ 1ο
Αν ω = 120ο  θ και φ = 60ο + θ να εξηγήσετε γιατί x΄x || ψ΄ψ
ω
x΄
x
σ
φ
ψ΄
ψ
Απάντηση
σ + φ = ω + φ = 120ο  θ + 60ο+ θ = 180ο

x΄x || ψ΄ψ
ΘΕΜΑ 2ο
ˆ y και σημείο Α της διχοτόμου της. Αν η παράλληλη από το Α προς την
Δίνεται γωνία x 
Οx τέμνει την Οy στο Β, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές.
Λύση
O
ˆ 
ˆ
ΑΒ || Οx  
1
1
ˆ
ˆ
Αλλά   
12
Β
Άρα
1
x
2
y
1
ˆ 
ˆ  τρ. ΟΑΒ ισοσκελές.

1
2
A
δ
ΘΕΜΑ 3ο
ˆ y και η διχοτόμος της ΟΔ. Από σημείο Α της Οy φέρουμε παράλληλη
Δίνεται γωνία x 
προς την ΟΔ, που τέμνει την προέκταση της Οx στο Β. Να αποδείξετε ότι ΟΑ = ΟΒ.
Λύση
ˆ 
ˆ (εντός εναλλάξ)
ΑΒ παράλληλη ΟΔ  
2
Β
ˆ
ˆ
   (εντός εκτός επί τα αυτά)
και
1
O
12
Α
x
Δ
ˆ 
ˆ
αλλά 
1
2
ˆ
ˆ
άρα    
τρ. ΟΑΒ ισοσκελές με ΟΑ = ΟΒ
y
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ΘΕΜΑ 4ο
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και σημείο Δ της πλευράς ΑΒ. Αν ο κύκλος
(Δ, ΔΒ) τέμνει τη ΒΓ στο Ε, να αποδείξετε ότι ΔΕ παράλληλη ΑΓ.
Λύση
ˆ  ˆ
ΔΒ = ΔΕ (ακτίνες)  
1
ˆ  ˆ
ΑΒ = ΑΓ
 
Άρα
ˆ 1  ˆ  ΕΔ ΓΑ
Α
Δ
1
Β
Ε
Γ
ΘΕΜΑ 5ο
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και η διάμεσός του ΑΜ. Φέρουμε Γx  ΒΓ προς
το ημιεπίπεδο που δεν ανήκει το Α και παίρνουμε σε αυτή τμήμα ΓΔ = ΑΒ. Να αποδείξετε ότι
ˆ .
η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας 
Λύση
Α
ΑΜ διάμεσος του ισοσκελούς 
ΑΜ  ΒΓ
αλλά και Γx  ΒΓ
ˆ  ˆ
άρα Γx ΑΜ  
(1)
1
ΓΔ = ΑΒ = ΑΓ  τρ. ΓΑΔ ισοσκελές 
ˆ  ˆ

(2)
2
ˆ 
ˆ άρα
(1) και (2)  
1 2
Β
Γ
M
Δ
1
2
ΑΔ διχοτόμος
x
ΘΕΜΑ 6ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του ΑΔ. Από την κορυφή Β φέρουμε
ΒΕ//ΑΔ που τέμνει την προέκταση της ΓΑ στο Ε. Να αποδείξετε ότι
ΕΓ = ΑΒ + ΑΓ
Λύση
Ε
Αρκεί να αποδείξουμε ότι ΕΑ = ΑΒ
ˆ και 
ˆ
ˆ 
ΕΒ ΑΔ  ˆ  
2
1
1
Α
ˆ
ˆ
Αλλά   
1
1 2
1
Β
Γ
Δ
2
ˆ δηλαδή
Άρα ˆ  
1
τρ. ΑΒΕ ισοσκελές με ΕΑ = ΑΒ
ΘΕΜΑ 7ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και η εξωτερική διχοτόμος του Αx. Από την κορυφή Β
φέρουμε ΒΔ//Αx που τέμνει την ΑΓ στο Δ. Να αποδείξετε ότι
ΔΓ = ΑΓ – ΑΒ.
Λύση
Αρκεί να αποδείξουμε ότι ΑΔ = ΑΒ
2 Α
ˆ  ˆ
ή αρκεί 
1
1
1
x
ˆ και ˆ  
ˆ
ˆ
ΒΔ//Αx    
1
Β
1
Δ
1
Γ
ˆ 
ˆ
Αλλά 
1
2
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1
Άρα
1
2
ˆ  ˆ

1
1
ΘΕΜΑ 8ο
Από το έκκεντρο Ι τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε ευθεία παράλληλη της ΒΓ, που τέμνει τις ΑΒ
και ΑΓ στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ΔΕ = ΒΔ + ΓΕ
Λύση
Α
ˆI  B
ˆ
ΙΔ//ΒΓ

1
2
ˆ B
ˆ
Ι έκκεντρο 
B
1
I
2
ˆ  τρ. ΔΒΙ ισοσκελές
Άρα ˆI1  B
Δ 1
1
1
με
ΔΙ
=
ΔΒ
(1)
2
Γ
Β
Ομοίως ΕΙ = ΕΓ (2)
(1) + (2)  ΔΙ + ΕΙ = ΔΒ + ΕΓ  ΔΕ = ΔΒ + ΕΓ
Ε
ΘΕΜΑ 9ο
Από το έκκεντρο Ι τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε ΙΔ//ΑΒ και ΙΕ//ΑΓ. Να αποδείξετε ότι η
περίμετρος του τριγώνου ΔΙΕ ισούται με τη ΒΓ.
Λύση
Α
ˆ
 ˆI1  B
1
ˆ
ˆ
Ι έκκεντρο  B1  B2
ˆ  τρ. ΔΒΙ ισοσκελές
Άρα ˆI  B
ΙΔ//ΑΒ
I
1
1
1
2
με ΔΙ = ΔΒ
(1)
2
Γ
Β
Ομοίως ΕΙ = ΕΓ (2)
Δ
Ε
(1) + (2)  ΔΙ + ΕΙ = ΔΒ + ΕΓ  ΔΙ + ΕΙ + ΔΕ = ΔΒ + ΕΓ + ΔΕ
Άρα περίμετρος του τρ. ΙΔΕ = ΒΓ
ΘΕΜΑ 10ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτόμος του ΒΔ και η εξωτερική διχοτόμος του Bx. Θεωρούμε δύο
σημεία Ε και Κ της πλευράς ΑΒ. Αν ο κύκλος (Κ, ΚΒ) τέμνει τη ΒΔ στο Ζ, ενώ ο κύκλος
(Κ, ΚΒ) τέμνει τη Βx στο Μ, να αποδείξετε ότι ΕΖ//ΜΚ.
Λύση
Παρατηρούμε ότι οι ΕΖ και
ΜΚ είναι // ΒΓ.
Προσπαθούμε να το αποδείξουμε
Α
x
M
ˆ B
ˆ
ΕΒ = ΕΖ (ακτίνες)  Z
1
2
ˆ
ˆ
ΒΔ διχοτόμος
 B B
K
Δ
Ε
1
1 Ζ
2
4 3 1
Β
2
ˆ B
ˆ και επειδή είναι
Άρα Z
1
1
εντός – εναλλάξ, θα έχουμε ΕΖ//ΒΓ
Ομοίως
ΜΚ//ΒΓ
Γ
ΘΕΜΑ 11ο
Από τα άκρα ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ φέρουμε προς το ίδιο ημιεπίπεδο δύο παράλληλες
ημιευθείες Αx και Βy. Παίρνουμε Γ τυχαίο σημείο του ΑΒ, και στις Αx, Βy τα σημεία Δ
ˆ
και Ε αντίστοιχα, ώστε ΑΔ = ΑΓ και ΒΕ = ΒΓ. Να αποδείξετε ότι η γωνία 
είναι
ορθή.
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Λύση
y
θ
x
Φέρουμε Γθ//Αx και Βy
Τότε ˆ 2  ˆ 1 (εντός – εναλλάξ)
ΑΓ = ΑΔ  ˆ  ˆ
Ε
1
Δ
1
1
1
23
1
Άρα ˆ 2  ˆ 1 
4
ˆ
ΓΔ διχοτόμος της 
ˆ
Ομοίως ΓΕ διχοτόμος της 
Άρα είναι ΓΔ  ΓΕ σαν διχοτόμοι δύο εφεξής παραπληρωματικών γωνιών.
Α
Β
Γ
ΘΕΜΑ 12ο
Από το παράκεντρο   τριγώνου ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ φέρουμε παράλληλη στην ΑΒ, που
τέμνει τις πλευρές
ΒΓ και ΑΓ στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. .
Να αποδείξετε ότι
ΔΕ = ΑΕ – ΒΔ.
Λύση
ΙαΕ//ΒΑ
Α
1 2
ˆ 
ˆ
  διχοτόμος  
2
1
ˆ
Άρα ˆ     2  τρ.   ισοσκ.
Ε
Β
Γ
Δ
12
ˆ
 ˆ    
1
με    
Ι
Ομοίως ΙαΔ//ΒΑ
   
α
(1)
 …………..
(2)
(1) – (2)  ΔΕ = ΑΕ – ΒΔ
ΘΕΜΑ 13ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ και Μ σημείο της πλευράς ΒΓ. Από το Μ φέρουμε
ˆ , που τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Ε
παράλληλη προς τη διχοτόμο ΑΔ της γωνίας 
και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι
i) Το τρίγωνο ΕΑΖ είναι ισοσκελές.
ii) ΒΕ + ΓΖ = σταθερό
  
2
  
β) ΑΕ = ΑΖ =
2
iii) Aν Μ το μέσο της ΒΓ τότε α) ΒΕ = ΓΖ =
Λύση
ˆ
ˆ και ˆ  
i) ΕΖΜ//ΕΑΒ  ˆ 1  
1
2
1
ˆ
ˆ
ΑΔ διχοτόμος    
Ε
1
Α
1
Β
Δ
Μ
2
Άρα ˆ 1  ˆ 1 οπότε
τρ. ΑΕΖ ισοσκελές με ΑΕ = ΑΖ
1
Ζ
1 2
Γ
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ii) BE + ΓΖ = ΒΑ + ΑΕ + ΓΑ – ΑΖ =
= ΒΑ + ΓΑ = σταθερό
iii) Από το Γ φέρουμε παράλληλη στην ΕΑΒ,
που τέμνει την ΕΖΜ σε σημείο Κ.
(Γ-Π-Γ)  τρ. ΜΓΚ = τρ.ΜΒΕ 
ΓΚ = ΕΒ (1)
ˆ 
ˆ
Από i) έχουμε ˆ  
Ε
Α
1
1 Ζ
1 2
ΓΚ ΕΒ 
ˆ 
ˆ  τρ. ΓΖΚ ισοσκελές με
Άρα 
2
ΓΚ = ΓΖ (2)
2
Β
2
ˆ
ˆ  
Γ
Μ
Δ
Από (1) και (2)  ΕΒ = ΓΖ
(ii)  2 BE = AB + AΓ 
  
 
2
  
ΑΕ = ΒΕ – ΒΑ =
- ΒΑ
2
    2   
=
=
2
2
Κ
ΘΕΜΑ 14ο
ˆ , να υπολογίσετε την γωνία φ
Αν ΑΒ = ΑΓ και Γx διχοτόμος της γωνίας 
Α
Απάντηση
x
φ
ˆ = 110ο άρα ω =70ο , οπότε
Είναι 
φ = 180ο  2ω = 180ο  140ο = 40ο
Β
ω
55ο
ω
Γ
Δ
ΘΕΜΑ 15ο
Να εξηγήσετε γιατί αν ένα ισοσκελές τρίγωνο έχει μία γωνία του 60ο θα είναι ισόπλευρο
 Έστω ω = 60ο τότε
φ =180ο  2ω =180ο  120ο = 60ο
Α
Αφού το τρίγωνο ΑΒΓ έχει τις γωνίες του ίσες θα είναι
ισόπλευρο
φ
 Έστω φ = 60ο τότε
2ω = 180  φ = 120ο
ˆ = 60ο , οπότε πάλι το τρίγωνο θα έχει τις γωνίες
Άρα 
ω
ω
ίσες , οπότε θα είναι ισόπλευρο .
Β
Γ
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ΘΕΜΑ 16ο
ˆ είναι τριπλάσια της γωνίας
Σε τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία 
είδος του τριγώνου ως προς τις πλευρές του.
Λύση
ˆ+B
ˆ  144ο = 3 B
ˆ+B
ˆ  144ο = 4 B
ˆ 
ˆ  = 
ˆ . Αν ˆ = 144ο να βρεθεί το
B

ˆ = 36ο
B
ˆ = 180ο - ˆ  = 180ο – 144ο = 36ο
ˆ = ˆ 
Άρα B
τρ.ΑΒΓ ισοσκελές με ΑΒ = ΑΓ
ΘΕΜΑ 17ο
ˆ Γ = 108ο . Να υπολογισθεί η γωνία ˆ .
Στο παρακάτω σχήμα είναι ΑΒ = ΑΓ = ΔΒ και x 
Λύση
Α
ˆ 
ΒΑ = ΒΔ  A
2
108
1
2
ˆ εξωτερική του τριγώνου ΒΑΔ 
1
Δ
φ
1
Γ
Β
ˆ =  +  = 2
ˆ 1 =  + A
2
ˆ  2
ΑΒ = ΑΓ  ˆ  
1
ˆ 
ˆ  ˆ  1800 
Στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε 
1
1
0
ˆ
ˆ  1800  4
1  2  2  180  
1
ˆ
ˆ
ο
ο
Αλλά A 2 + 1 + 108 = 180

ο
ο
ο
φ + 180 – 4φ + 108 = 180

3φ = 108ο  φ = 36ο
ΘΕΜΑ 18ο
ˆ  900 , ΑΔ διχοτόμος, ΔΕ//ΑΒ. Αν η γωνία ˆ είναι 20ο
Στο παρακάτω σχήμα είναι 
μεγαλύτερη από τη ˆ , να υπολογίσετε τις γωνίες ω και φ.
Λύση
Α
Υπόθεση: ˆ = ˆ + 20ο
12
ˆ + ˆ = 90ο
Αλλά

ˆ + 20ο + ˆ = 90ο 
ωφ
Γ
Β
2 ˆ = 70ο

Δ
ˆ =35ο και ˆ = 55ο
ˆ
ˆ =  = 45ο
ΔΕ//ΑΒ  φ = ˆ = 55ο και ω = 
1
2
ΘΕΜΑ 19ο
Το άθροισμα των γωνιών κυρτού πολυγώνου είναι 900ο . Να βρεθεί το πλήθος των πλευρών
του.
Λύση
Έστω ν το πλήθος των πλευρών.
( 2 ν – 4) 90 = 900  2 ν – 4 = 10  2 ν = 14
ν=7
Ε
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ΘΕΜΑ 20ο
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τη διχοτόμο Αχ της εξωτερικής γωνίας A του τριγώνου. Να
αποδειχθεί ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές, αν και μόνο αν Αx//ΒΓ.
Απόδειξη
ι) Αν β = γ τότε Β = Γ = ω.
Όμως Aεξ = Β + Γ = 2ω, οπότε Aεξ/2 = ω ή A1 = Γ = ω. Άρα Αx//ΒΓ, αφού σχηματίζουν δύο
εντός και εναλλάξ γωνίες ίσες.
(ii) Αν Αx//ΒΓ τότε A1 = Γ (ως εντός εναλλάξ) και A2 = Β (ως εντός εκτός και επί τα αυτά
μέρη). Άρα Β = Γ (αφού A1 = A2), οπότε β = γ.
ΘΕΜΑ 21ο
Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τις εσωτερικές και εξωτερικές διχοτόμους των
γωνιών του Β και Γ. Να αποδειχθεί ότι
(i) Η γωνία των δυο εσωτερικών διχοτόμων είναι ίση με 90° + A/2 .
(ii) Η γωνία μίας εσωτερικής και μίας εξωτερικής διχοτόμου είναι ίση
με A/2.
(iii) Η γωνία των δυο εξωτερικών διχοτόμων είναι ίση με 90° - A/2.
Απόδειξη
Οι εσωτερικές διχοτόμοι τέμνονται στο έγκεντρο I. Οι
εξωτερικές
διχοτόμοι
των
εξωτερικών
γωνιών Βκαι Γ τέμνονται στο παράκεντρο Ια και η
εσωτερική διχοτόμος της Β με την εξωτερική διχοτόμο
της Γτέμνονται
στο
παράκεντρο
Ιβ.
(i) Από το τρίγωνο ΒΙΓ παίρνουμε:
ΒΙΓ + Β1 + Γ1 = 180° ή ΒΙΓ = 180° - Β1 - Γ1 ή
ΒΙΓ = 180° - Β2 - Γ2 ή ΒΙΓ = 90° + 90° - Β2 - Γ2 ή
ΒΙΓ = 90° + A/2(επειδή A2 + Β2 + Γ2 = 90°). (1)
(ii) Η εσωτερική και εξωτερική διχοφτόμος μιας γωνίας τέμνονται κάθετα. Έτσι στο τρίγωνο
ΙΓΙβ είναι: Γ = 90° και ΒΙΓ = 90° + Ιβ (2) (ως εξωτερική γωνία).
Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι Ιβ = A/2. (3)
(iii) Όμοια στο τρίγωνο IαΒΙβ είναι Β = 90°, οπότε Ια + Ιβ = 90° ή Ια = 90° - Ιβ . (4)
Από τις (3) και (4) προκύπτει ότι Ια = 90° - A/2.
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ΘΕΜΑ 22ο
ˆ
ˆ  900   . Να αποδείξετε ότι ΑΒ = ΑΓ
Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 

2
Λύση
ˆ
ˆ
ˆ  ˆ  900  
ˆ  900    


2
2
0
ˆ
ˆ
ˆ
2  2  180  
ˆ  1800  2ˆ

0
ˆ  ˆ  1800  2ˆ
180  
ˆ
ˆ  
 ΑΒ = ΑΓ
ΘΕΜΑ 23ο
ˆ  ˆ και η διχοτόμος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
ˆ  
ˆ 
ˆ  ˆ
i) 
ˆ ˆ
ˆ  900     ,
ii) 
2
Λύση
ˆ ˆ
ˆ  900    

2
Α
i)
1 2
1 2
Β
Δ
ˆ 1
Γ
ˆ 1
ˆ 2 εξωτερική του τριγώνου ΑΔΒ 
ˆ
ˆ =A
ˆ = A
ΑΔ διχοτόμος  A
1
2
2
εξωτερική του τριγώνου ΑΔΓ 
ˆ
A
= ˆ +
(1)
2
ˆ
A
ˆ 2 = ˆ +
(2)
2
(2) – (1)  ˆ 2 – ˆ 1 = ˆ – ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ
ˆ  ˆ
0
0
0
ii) H (1)  ˆ 1 = ˆ + 90 –
–
= 90 –
+
= 90 –
2
2
2
2
2
Ομοίως για τη ˆ 2
ΘΕΜΑ 24ο
ˆ  ˆ φέρουμε το ύψος ΑΔ και τη διχοτόμο ΑΕ. Να αποδείξετε ότι
Σε τρίγωνο ΑΒΓ με 
ˆ ˆ
ˆ =  .

2
Λύση
Α
ˆ
ˆ = 
ˆ -

1
ˆ
ˆ = A λόγω της διχοτόμου
1
αλλά 
2
ˆ
ο
Γ
Β
και 1 = 90 – ˆ από το ορθ. τρίγωνο ΑΔΒ
Δ
E
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ˆ
ˆ = A–
Άρα 
2
ˆ
A
=
–
2
ˆ
A
=
–
2
( 90ο – ˆ )
90ο + ˆ =
ˆ
ˆ
ˆ ˆ
ˆ  ˆ

–
–
+ =
2
2
2
2
ΘΕΜΑ 25ο
ˆ , ˆ κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓΔ τέμνονται σε σημείο Ε, να
Αν οι διχοτόμοι των γωνιών 
ˆ ˆ
ˆ  
αποδείξετε ότι 
2
Λύση
Β
Από το τρίγωνο ΕΑΒ έχουμε
1
Α
ˆ
ˆ
1
ˆ – ˆ = 180ο – A – 
ˆ = 180ο – 

1
1
2
2
0
ˆ
ˆ
360    
Ε
=
2
Γ
Δ
Επειδή το άθροισμα των γωνιών τετραπλεύρου
είναι 360ο , θα έχουμε
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ
ˆ =  = 

2
2
ΘΕΜΑ 26ο
Από τυχαίο σημείο Δ της βάσης ΒΓ ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε τη
ˆ  2 
ˆ
ΔΕ  ΑΓ. Να αποδείξετε ότι 
Α
Λύση
ˆ 
ˆ  2ˆ  1800
ˆ  ˆ  1800  

0
τρ. ΔΕΓ : ˆ  90  ˆ 1
ˆ ) = 180ο 
ˆ + 2 ( 900  
(1)  
Ε
(1)
1
Β
1
Γ
Δ
ˆ
ˆ + 180ο – 2 

1
= 180ο 
ˆ
ˆ = 2

1
ΘΕΜΑ 27ο
ˆ = 90ο ) το ύψος του ΑΔ και η διχοτόμος του ΒΖ τέμνονται
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
σε σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ισοσκελές.
Λύση
Τρ. ΔΒΕ ορθογώνιο:
Α
ˆ
ˆ = 90ο – B (1)
Eˆ 1 = Eˆ 2 = 90ο - B
1
2
1 1
Τρ.
ΑΒΖ
ορθογώνιο:
Ε
2 2
1
Γ
Bˆ
Β
Δ
Zˆ 1 = 90ο - Bˆ 2 = 90ο –
(2)
2
Από τις (1) και (2) έχουμε Eˆ 1 = Zˆ 1  τρ. ΑΕΖ ισοσκελές.
Ζ
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ΘΕΜΑ 28ο
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και τυχαίο σημείο Δ της πλευράς ΑΒ. Στην
προέκταση της ΓΑ, προς το Α, παίρνουμε τμήμα ΑΕ = ΑΔ. Να αποδείξετε ότι ΔΕ  ΒΓ.
Λύση
ˆ  900
Αρκεί να αποδείξουμε ότι ˆ 2  
Ε
ΑΕ = ΑΔ  ˆ  ˆ
1
ˆ = ˆ  ˆ σαν εξωτερική του τρ. ΑΔΕ
Αλλά 
1
ˆ
ˆ
ˆ = 2ˆ  ˆ    ˆ  
Άρα 
(1)
1
2
1
2
2
ˆ +
ˆ  ˆ . Αλλά 
ˆ  ˆ = 180ο
ΑΒ = ΑΓ  
ˆ + 2
ˆ 
ˆ = 180ο  2
ˆ  1800  
Άρα 
ˆ
ˆ  900 – 
(2)

2
ˆ  900
(1) + (2)  ˆ 2  
Α
1
Δ
2
Β
Γ
Ζ
ΘΕΜΑ 29ο
ˆ  ˆ και η διχοτόμος του ΑΔ. Από την κορυφή Β φέρουμε
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
ˆ ˆ
ˆ  
ευθεία κάθετη στην ΑΔ, που τέμνει την ΑΓ στο Ε Να αποδείξετε ότι 
2
Λύση
ˆ = 90ο – ˆ
Τρ. ΖΒΔ ορθογώνιο  B
1
1
Α
ˆ
1
ˆ = ˆ +  σαν
Αλλά ˆ 1 = ˆ + 
1
2
Ε
εξωτερική του τριγώνου ΑΔΓ
Ζ
ˆ

ˆ
ο–( 
ˆ
B
Άρα
=
90
+
) =
Γ
1 1
1
Β
2
Δ
ˆ ˆ ˆ
ˆ
ˆ ˆ
ˆ  ˆ


= + + – ˆ –
= –
=
2 2
2
2 2 2
2
ΘΕΜΑ 30ο
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε την υποτείνουσα ΓΒ κατά τμήμα ΒΔ = ΑΒ.
Φέρουμε κάθετη στη ΒΓ στο σημείο Γ και παίρνουμε σε αυτή , προς το μέρος του Α , τμήμα
ΓΕ = ΑΓ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Δ, Α, Ε είναι συνευθειακά.
Λύση
Φέρουμε τα τμήματα ΑΔ, ΑΕ.
Αρκεί να αποδείξουμε ότι
ˆ +
ˆ +
ˆ = 180ο ή αρκεί

1
2
ˆ
ˆ
ˆ = 90ο
 +  = 90ο αφού 
Γ
1
Ε
1
2
Α
1
Β
ˆ εξωτερική του ισοσκελούς
B
τριγώνου ΒΑΔ 
Δ
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ˆ 
ˆ = 2
B
1
ˆ
ˆ = 

1
2
(1)
ˆ και ˆ + 
ˆ + ˆ = 180ο 
Στο ισοσκελές τρίγωνο ΓΑΕ έχουμε ˆ = 
2
2
1
ˆ
ˆ = 180ο – ˆ  
ˆ = 90ο – 1
2
(2)
2
1
2
2
ˆ σαν οξείες με πλευρές κάθετες
Είναι ˆ 1 = B
ˆ
ˆ = 90ο – 
(2)  
(3)
2
2
ˆ +
ˆ = 90ο
(1) + (3)  
1
2
ΘΕΜΑ 31ο
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και το ύψος του ΒΔ. Φέρουμε ΔΗ  ΑΒ, που
τέμνει την προέκταση της ΒΓ στο Ε. Να αποδείξετε ότι
i) BΔ = ΔΕ
ii) ΒΓ > ΓΕ
Λύση
i) Αρκεί να αποδείξουμε ότι ˆ 1 = ˆ
Ορθ. τρίγωνο ΒΓΔ : ˆ = 90ο - ˆ
Α
1
Η
Δ
2 1
1
Γ
1
Β
Ε
Ορθ. τρίγωνο ΗΒΕ : ˆ = 90ο - ˆ
Ισοσκελές
ΑΒΓ : ˆ = ˆ
Άρα ˆ = ˆ
1
ii) Τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΔΓΕ έχουν δύο πλευρές ίσες.
Για να είναι ΒΓ > ΓΕ, αρκεί να αποδείξουμε ότι ˆ 2 > ˆ 1 .
Επειδή, όμως, ˆ = 90ο , αρκεί να αποδείξουμε ότι η ˆ είναι οξεία.
2
1
Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  ˆ οξεία, άρα ˆ 1 αμβλεία.
Έτσι, στο τρίγωνο ΔΓΕ η ˆ είναι οξεία.
1
ΘΕΜΑ 32ο
Σε τρίγωνο ΑΒΓ, προεκτείνουμε τα ύψη του ΒΔ και ΓΕ προς το μέρος των κορυφών και
επί των προεκτάσεων παίρνουμε τμήματα ΒΖ = ΑΓ και ΓΗ = ΑΒ αντίστοιχα. Να
ii) AZ  AH
αποδείξετε ότι i) AZ = AH
Λύση
i) Συγκρίνουμε τα τρίγωνα
Α
1
Ε
1
Β
ΑΒΖ, ΑΓΗ.
Δ
Έχουν ΑΒ = ΓΗ και ΒΖ = ΑΓ
1
Γ
Για να είναι ίσα, αρκεί να
Η
ˆ  
ˆ ,
αποδείξουμε ότι 
Ζ
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ˆ  ˆ αφού είναι
ή αρκεί 
1
1
παραπληρωματικές τους.
Αυτό ισχύει διότι, από τα ορθ. τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ, οι γωνίες ˆ 1 και ˆ 1 είναι
ˆ του τριγώνου ΑΒΓ.
συμπληρωματικές της γωνίας 
ˆ = ˆ
ii) τρ.ΑΒΖ = τρ.ΑΓΗ  
1
ˆ .
ˆ , άρα και η 
Στο ορθ. τρίγωνο ΑΕΗ, η ˆ είναι συμπληρωματική της 
1
ΘΕΜΑ 33ο
ˆ = 60ο και οι διχοτόμοι του ΒΔ και ΓΕ. Να αποδείξετε ότι
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με A
ˆ = 
ˆ .
B
Λύση
ˆ + ˆ 
Στο τρ.ΑΔΒ έχουμε ˆ  = A
Α
1
Ε
ˆ
ˆ = 60ο + 
B
2
ˆ
ˆ
ˆ
Στο τρ.ΒΕΓ έχουμε   =  + 1 
Δ
ˆ
ˆ = ˆ +  .

2
1
Β
1
Γ
ˆ
ˆ
= ˆ +

2
2
ˆ
ˆ
60ο =
+

2
2
ˆ = 60ο.
ˆ  ˆ , το οποίο ισχύει αφού A
120ο = 
Αρκεί να αποδείξουμε ότι 60ο +
ΘΕΜΑ 34ο
Θεωρούμε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α και τα σημεία Δ, Ε των πλευρών του ΑΒ
1
και ΒΓ αντίστοιχα, ώστε ΑΔ = ΒΕ = α. Να αποδείξετε ότι ΔΕ  ΒΓ.
3
Λύση
Φέρουμε ΔΜ//ΑΓ
Α
ˆ = ˆ = 60ο και αφού ˆ = 60ο ,
Τότε 
το τρίγωνο ΒΜΔ είναι ισόπλευρο 
Δ
2
ΒΜ = ΒΔ = α
3
1
Και επειδή ΒΕ = α, το Ε είναι μέσο του ΒΜ.
Γ
3
Β
Ε
M
Έτσι, το ΔΕ είναι διάμεσος του τρ.ΔΒΜ,
άρα και ύψος.
ΘΕΜΑ 35ο
ˆ = ˆ = 90ο και ΒΓ = ΓΔ. Στην προέκταση της ΑΔ
Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΓΔ με A
παίρνουμε τμήμα ΔΕ = ΑΒ. Να αποδείξετε ότι ΑΓ   .
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Λύση
Β
Α
2
3
Δ
1
2
1
3
Γ
Αρκεί να δειχθεί ότι ˆ 1 = ˆ 3 , ή ότι
τρ.ΔΓΕ = τρ.ΑΒΓ
και επειδή έχουν δύο πλευρές ίσες,
αρκεί να δειχθεί ότι ˆ 1 = ˆ .
ˆ + ˆ
ˆ = 
1
2
2
ˆ + 90ο – ˆ
=
–
3
3
ˆ
ο
ˆ
ˆ
= 180 –  3 –  3 = 
90ο
Ε
ΘΕΜΑ 36ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ. Να αποδείξετε ότι :
i) To ύψος ΑΔ =  σχηματίζει με τη μικρότερη πλευρά μικρότερη γωνία.
ii) Η διάμεσος ΑΜ =   σχηματίζει με τη μικρότερη πλευρά μεγαλύτερη γωνία.
iii) Το ύψος  και η διάμεσος   βρίσκονται εκατέρωθεν της διχοτόμου
ΑΕ =   .
Λύση
Α
Β
M
Δ
Γ
Ε
.
ˆ  
ˆ 

i)
90ο – ˆ < 90ο – ˆ  (από τα ορθ. τρίγωνα
ΑΔΒ, ΑΔΓ )
ˆ < ˆ το οποίο ισχύει αφού ΑΒ < ΑΓ
Η
ii)
ˆ > 
ˆ .
Θα αποδείξουμε ότι 
Προεκτείνουμε την ΑΜ κατά τμήμα ΜΗ = ΑΜ
(Π – Γ – Π)  τρ.ΜΓΗ = τρ.ΜΒΑ 
ˆ = ˆ και ΑΒ = ΓΗ

Στο τρ.ΑΓΗ είναι ΓΗ = ΑΒ < ΑΓ 
ˆ < ˆ = 
ˆ

ˆ
ˆ <  = 
ˆ
iii) Από το i)  
(1)
2
ˆ
ˆ >  = 
ˆ
Από το ii)  
(2)
2
Από (1) και (2)  το ύψος  και η διάμεσος   βρίσκονται εκατέρωθεν της
διχοτόμου ΑΕ =   .
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5ο
ΠΑΡΑΛΛΗΛΟΓΡΑΜΜΑ ΤΡΑΠΕΖΙΑ
ΘΕΜΑ 1ο
ˆ τέμνει τη ΔΓ στο Ε.
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Η διχοτόμος της 
Να αποδείξετε ότι ΔΕ = ΒΓ.
Λύση
ˆ =
ˆ
ΑΕ διχοτόμος  
Β
1
2
Α
2
ˆ
ˆ
ΑΒ || ΔΓ
  =
1
1
1
Δ
2
ˆ = ˆ 
Άρα 
1
1
τρ. ΔΑΕ ισοσκελές με ΔΕ = ΔΑ
Αλλά, από το παρ/μμο έχουμε ΒΓ = ΔΑ
Άρα ΔΕ = ΒΓ.
Γ
E
ΘΕΜΑ 2ο
Έστω Ο το κέντρο παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. Αν Ε και Ζ σημεία των ΟΑ και ΟΓ
αντίστοιχα, ώστε ΟΕ = ΟΖ , να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΕΔΖ είναι
παραλληλόγραμμο.
Λύση
  οι διαγώνιοι του
Β
Α

E
O
τετραπλεύρου ΒΕΔΖ διχοτομούνται,
άρα είναι παραλληλόγραμμο.

Z
Δ
Γ
ΘΕΜΑ 3ο
Έστω Ε και Ζ τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα, παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ.
Να αποδείξετε ότι
i) το τετράπλευρο ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραμμο
ii) οι ΑΓ, ΒΔ, ΕΖ συντρέχουν.
Λύση
i) ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο 
Ε
Β
Α
ΑΒ = || ΔΓ  ΑΕ = || ΖΓ 
ΑΕΓΖ παραλληλόγραμμο
O
Δ
Ζ
Γ
ii) ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο 
οι διαγώνιοί του ΑΓ, ΒΔ διχοτομούνται σε σημείο Ο.
ΑΕΓΖ παραλληλόγραμμο 
οι διαγώνιοί του ΑΓ, ΕΖ διχοτομούνται στο Ο,
το οποίο ήδη είναι μέσο της ΑΓ.
Άρα οι ΑΓ, ΒΔ, ΕΖ συντρέχουν και μάλιστα στο κοινό μέσο τους.
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ΘΕΜΑ 4ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του ΑΔ. Η παράλληλη από το Δ προς την ΑΒ τέμνει
την ΑΓ στο Ε. Αν η παράλληλη από το Ε προς τη ΒΓ τέμνει την ΑΒ στο Ζ, να
αποδείξετε ότι ΑΕ = ΒΖ
Λύση
Α
Ζ
12
Άρα ΒΖ =ΒΔ
ΖΕΔΒ παρ/μμο, αφού έχει τις απέναντι
πλευρές παράλληλες
Ε
1
Γ
Δ
Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουμε ότι ΑΕ = ΕΔ,
ˆ 
ˆ 
 διχοτόμος  Α
1
2
ˆ .
  ˆ 1 = 
2
ˆ
ˆ
 
 Α1 1 

ˆ .
ή αρκεί ˆ 1 = 
2
ισοσκελές,
δηλαδή ότι το τρίγωνο ΕΑΔ είναι
ΘΕΜΑ 5ο
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και σημείο Μ της βάσης του ΒΓ. Φέρουμε
ΜΕ//ΑΒ (Ε σημείο του ΑΓ) και ΜΔ//ΑΓ (Δ σημείο του ΑΒ). Να αποδείξετε ότι ΜΔ + ΜΕ
= ΑΒ
Λύση
ΑΔΜΕ παρ/μμο, αφού έχει τις απέναντι
πλευρές παράλληλες
Άρα ΜΕ = ΔΑ
Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουμε ότι ΜΔ = ΔΒ
δηλαδή ότι το τρίγωνο ΔΒΜ είναι ισοσκελές,
ˆ = ˆ .
ή αρκεί 
1
Α
Ε
Δ
Γ
1
Β
Μ
ˆ ˆ

    Β=Γ
ˆ = ˆ .
  
1
ˆ
ˆ
ΜΔ || ΓΑ  Μ1  

ΘΕΜΑ 6ο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και Ε σημείο της ΑΓ. Φέρουμε ΔΖ//ΒΕ
(Ζ σημείο του ΑΓ). Να αποδείξετε ότι ΔΕ//ΒΖ
Λύση
Α
Β
1
1
Ε
Ζ
Δ
1
ˆ + ˆ =180ο
ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο  
Άρα μία οξεία και μία αμβλεία.
Έστω ˆ οξεία. Τότε και η ˆ 1 οξεία.
Ομοίως και η ˆ .
1
1
Γ
τρ. ΑΕΒ = τρ. ΓΖΔ διότι
ˆ 1 = ˆ 1 , οξείες με πλευρές παράλληλες
ˆ = ˆ , εντός εναλλάξ, και

1
1
ΑΒ = ΔΓ, από το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ
Έτσι είναι ΕΒ = ΔΖ. Και επειδή είναι και παράλληλα, το ΒΖΔΕ θα είναι
παραλληλόγραμμο, οπότε ΔΕ//ΒΖ.
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ΘΕΜΑ 7ο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Προεκτείνουμε τη ΔΓ κατά τμήμα
ΓΕ = ΔΓ και τη ΔΑ κατά τμήμα ΑΖ = ΔΑ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Ζ, Β και Ε είναι
συνευθειακά.
Λύση
Γράφουμε τα τμήματα ΒΕ, ΒΖ και ΑΓ
Ζ
ΑΒΓΔ παρ/μμο 
ΑΒ = || ΔΓ

ΑΒΕΓ παρ/μμο 
Β
Α
ΑΒΓΔ παρ/μμο 
ΒΓ = //ΑΔ

Δ
Γ
ΒΓΑΖ παρ/μμο 
ΒΖ // ΑΓ (2)
Από τις (1), (2)  ΖΒΕ ευθεία παράλληλη στην ΑΓ.
Ε
ΑΒ = ||ΓΕ 
ΒΕ//ΑΓ (1)
ΒΓ = //ΖΑ 
ΘΕΜΑ 8ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Στις προεκτάσεις των διαμέσων ΒΔ και ΓΕ
παίρνουμε σημεία Η και Ζ αντίστοιχα τέτοια, ώστε ΔΗ = ΒΔ και ΖΕ = ΓΕ. Να αποδείξετε
ότι i) AH = AZ ii) τα σημεία Ζ, Α και Η είναι συνευθειακά.
Λύση
Ζ
Η
Α
Δ
Ε
Γ
Β
Από τις (1) και (2) 
Έχουμε διχοτόμηση των τμημάτων
ΑΓ και ΒΗ άρα ΑΗΓΒ παρ/μμο
Άρα ΑΗ = //ΒΓ (1)
Έχουμε διχοτόμηση των τμημάτων
ΑΒ και ΓΖ άρα ΑΓΒΖ παρ/μμο
Άρα ΑΖ = //ΒΓ (2)
i) AH = AZ και
ii) τα σημεία Ζ, Α και Η ανήκουν σε ευθεία // ΒΓ
ΘΕΜΑ 9ο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε, Ζ, Η και Κ των πλευρών του ΑΒ,
ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ αντίστοιχα, ώστε ΑΕ = ΓΗ και ΒΖ = ΔΚ.
Να αποδείξετε ότι
i) το τετράπλευρο ΕΖΗΚ είναι παραλληλόγραμμο
ii) οι ΑΓ, ΒΔ, ΕΗ και ΚΖ συντρέχουν.
Λύση
Έστω Ο το κέντρο του παρ/μμου ΑΒΓΔ
Α
Κ
Ε
Β
ΑΕ = ΗΓ  ΑΕΓΗ παρ/μμο 
οι ΑΓ, ΕΗ διχοτομούνται στο Ο.
Ο
Ζ
Δ
Η
Γ
ΒΖ = ΔΚ  ΒΖΔΚ παρ/μμο 
οι ΒΔ, ΚΖ διχοτομούνται στο Ο.
i) Αφού οι ΕΗ, ΚΖ διχοτομούνται (στο Ο), το ΕΖΗΚ θα είναι παρ/μμο
ii) Ταυτόχρονα αποδείχθηκε ότι οι ΑΓ, ΒΔ, ΕΗ και ΚΖ συντρέχουν στο Ο.
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ΘΕΜΑ 10ο
Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΒ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ κατά τμήμα
ΒΕ = ΒΓ και επί της ημιευθείας ΔΑ θεωρούμε σημείο Ζ, ώστε ΔΖ = ΔΓ. Να αποδείξετε ότι
ˆ = 90ο.
Z
Λύση
τρ, ΔΖΓ ισοσκελές  ˆ 1 = ˆ
Ζ
ΓΒ ΔΖ
 ˆ = ˆ
2
Β
Α
1
Δ
2 3
Ε
ˆ 1 = ˆ 2 
Άρα
ˆ
ΓΖ διχοτόμος της 
Ομοίως
ˆ 3 = ˆ 4
4
Γ
Άρα ΓΖ  ΓΕ σαν διχοτόμοι δύο εφεξής παραπληρωματικών γωνιών.
ΘΕΜΑ 11ο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ . Προεκτείνουμε την ΑΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΒΓ και
την ΑΔ κατά τμήμα ΔΖ = ΔΓ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Ζ, Γ και Ε είναι συνευθειακά.
Λύση
Φέρουμε τα τμήματα ΓΕ και ΓΖ.
Αρκεί να αποδείξουμε ότι
Β
Α
Ε
ˆ 1 + ˆ + ˆ 2 = 180ο
Είναι ˆ = ˆ + ˆ σαν εξωτερική του
2
1
τρ.ΔΖΓ
αλλά τρ.ΔΖΓ ισοσκελές  ˆ 1 = ˆ
ˆ
Άρα ˆ = 2 ˆ 1  ˆ 1 =
(1)
Z
2
ˆ
ˆ 2 =
Ομοίως
(2)
Παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ
2
ˆ, 
ˆ + ˆ = 180ο .
ˆ  ˆ και 
(3)
 ˆ = 
ˆ ˆ ˆ
ˆ = 180ο .
(1), (2), (3)  ˆ 1 + ˆ + ˆ 2 = + 
+ = ˆ + 
2
2
Δ
Γ
1
ΘΕΜΑ 12ο
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και σημείο Δ της ΑΓ. Προεκτείνουμε
την
ΑΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΓΔ. Να αποδείξετε ότι η ΒΓ
διχοτομεί τη ΔΕ.
Α
Λύση
Από το Δ φέρουμε παράλληλη στην ΑΒ, η οποία
ˆ  ˆ .
τέμνει τη ΒΓ στο Ζ  ˆ 1 = 
Δ
B
Ε
1
Ζ
Άρα τρ.ΔΖΓ ισοσκελές με ΔΖ = ΔΓ = ΒΕ.
Γ
Είναι, λοιπόν ΔΖ =// ΒΕ άρα το τετράπλευρο
ΔΖΕΒ είναι παρ/μμο, άρα οι διαγώνιοί του διχοτομούνται.
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ΘΕΜΑ 13ο
Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ φέρουμε ΑΕ  ΔΓ και ΓΖ  ΑΒ. Να αποδείξετε ότι το
ΑΖΓΕ είναι ορθογώνιο.
Λύση
ΑΕ  ΔΓ  ΑΕ  ΑΒ
Α
Β
Z
ΓΖ  ΑΒ  ΓΖ  ΔΓ
Δ
Γ
Ε
Άρα το τετράπλευρο ΑΖΓΕ έχει
τέσσερις ορθές γωνίες, άρα είναι
ορθογώνιο.
ΘΕΜΑ 14ο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κέντρο Ο και ΒΔ = 2 ΑΓ. Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των
ΟΒ και ΟΔ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το ΑΕΓΖ είναι ορθογώνιο.
Λύση
Το Ο είναι μέσο των ΑΓ, ΒΔ και ΖΕ
Α
Β
ΒΔ = 2 ΑΓ  ΖΕ = ΑΓ
Ε
O
Ζ
Δ
Γ
Έτσι, οι διαγώνιοι ΑΓ και ΖΕ του ΑΕΓΖ
διχοτομούνται και είναι ίσες, άρα είναι
ορθογώνιο.
ΘΕΜΑ 15ο
Να αποδείξετε ότι, αν οι διχοτόμοι των γωνιών παραλληλογράμμου δε συντρέχουν, τότε
σχηματίζουν ορθογώνιο.
Λύση
ˆ , ˆ
Έστω ΑΑ΄ και ΔΔ΄ οι διχοτόμοι των A
Δ΄
Α
Γ΄
Β
Είναι
1
Λ
0
ˆ ˆ
ˆ ˆ
Κ
ˆ  ˆ          180  900
Μ

1
1
2 2
2
2
Ν
1
Δ
Γ
Άρα, στο τρίγωνο ΚΑΔ, έχουμε ˆ = 90ο
Β΄ A΄
ˆ 
ˆ 
ˆ  900 .
Ομοίως 
Άρα ΚΛΜΝ ορθογώνιο.
ΘΕΜΑ 16ο
Να αποδείξετε ότι, ένα παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος, αν και μόνο αν οι αποστάσεις των
απέναντι πλευρών του είναι ίσες.
Λύση
Έστω το παρ/μμο ΑΒΓΔ και ΔΚ, ΔΛ οι
αποστάσεις των απέναντι πλευρών του.
Α
Ευθύ: Όταν ΔΚ = ΔΛ
Τα τρίγωνα ΔΚΑ και ΔΛΓ είναι ίσα, διότι
Κ
ˆ  ˆ .
είναι ορθογώνια και έχουν ΔΚ = ΔΛ και 
Άρα ΔΑ = ΔΓ, οπότε το παρ/μμο είναι ρόμβος.
Β
Δ
Αντίστροφο: Όταν ΑΒΓΔ ρόμβος.
Τα τρίγωνα ΔΚΑ και ΔΛΓ είναι ίσα, διότι
Λ
ˆ  ˆ .
είναι ορθογώνια και έχουν ΔΑ = ΔΓ και 
Άρα ΔΚ = ΔΛ
Γ
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ΘΕΜΑ 17ο
Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ με κέντρο Ο. Παίρνουμε δύο σημεία Ε και Ζ της ΑΓ, ώστε ΟΕ =
ΟΖ = ΟΒ = ΟΔ. Να αποδείξετε ότι το ΔΕΒΖ είναι τετράγωνο.
Λύση
Α
Στο ΔΕΒΖ οι διαγώνιοί του:
διχοτομούνται, άρα είναι παρ/μμο
Ε
και είναι κάθετες, άρα είναι ρόμβος
και είναι ίσες, άρα και ορθογώνιο.
O
Δ
Άρα τετράγωνο.
Β
Ζ
Γ
ΘΕΜΑ 18ο
Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ. Στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ παίρνουμε σημεία Κ, Λ, Μ
και Ν αντίστοιχα, ώστε ΑΚ = ΒΛ = ΓΜ = ΔΝ. Να αποδείξετε ότι το ΚΛΜΝ είναι
τετράγωνο.
Λύση
Τα τρίγωνα ΑΚΝ, ΒΛΚ είναι ορθογώνια και
έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες.
Β
Α
K
1 2 3
ˆ = ˆ και ΚΝ = ΚΛ
Άρα είναι ίσα.  K
1
1
1
Λ
Όμως, από το ορθ. τρίγωνο ΒΚΛ έχουμε
Ν
ˆ 1 + ˆ 3 = 90ο
ˆ + ˆ = 90ο .
Άρα K
Γ
Δ
1
Μ
3
ˆ = 90ο
Τότε K
2
Ομοίως για τις άλλες γωνίες και τις πλευρές του τετραπλεύρου ΚΛΜΝ.
Έχει, λοιπόν, ορθές γωνίες και ίσες πλευρές, άρα είναι τετράγωνο.
ΘΕΜΑ 19ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διχοτόμος του ΒΔ και Μ το μέσο της ΒΔ. Από το Δ φέρουμε
παράλληλη προς τη ΒΓ, που τέμνει την ΑΒ στο Ε. Αν η ΕΜ τέμνει τη ΒΓ στο Ζ, να
αποδείξετε ότι το ΔΕΒΖ είναι ρόμβος.
Λύση
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΜΔΕ και ΜΒΖ
Α
ˆ ως εντός εναλλάξ
ˆ 1  
1
Δ
ˆ
ˆ κατά κορυφή
 
Ε
1
Β
2
Μ2
1
1
Ζ
Γ
1
ΜΔ = ΜΒ
Άρα είναι ίσα  ΕΔ = ΒΖ, αλλά και
Άρα το ΕΒΖΔ είναι παρ/μμο.
Η ΒΜ είναι διχοτόμος και διάμεσος του τριγώνου ΒΕΖ, άρα είναι ισοσκελές
με ΒΕ = ΒΖ.
Έτσι, το παρ/μμο ΕΒΖΔ γίνεται ρόμβος.
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ΘΕΜΑ 20ο
Στις πλευρές ΑΒ και ΒΓ τετραγώνου ΑΒΓΔ παίρνουμε σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα, ώστε
ΑΕ = ΒΖ. Να αποδείξετε ότι i) ΑΖ = ΔΕ
ii) AZ  ΔΕ
Λύση
i) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΖΑ έχουν
Ε
Β
Α
1
κάθετες πλευρές ίσες, άρα είναι ίσα 
2
Κ
ˆ
ΑΖ = ΔΕ και ˆ 1 = 
1
Ζ
ˆ
ˆ
ο
ii) Αλλά  +  = 90
1
Άρα
1
Τότε, στο τρ.ΚΑΔ έχουμε ˆ = 90ο,
δηλ. AZ  ΔΕ
Γ
Δ
2
ˆ = 90Ο
ˆ 1 + 
2
ΘΕΜΑ 21ο
Σε ορθογώνιο ΑΒΓΔ, Ε και Ζ είναι τα μέσα των ΑΔ και ΒΓ αντίστοιχα. Αν Η είναι το
σημείο τομής των ΑΖ και ΒΕ και Θ το σημείο τομής των ΔΖ και ΓΕ, να αποδείξετε ότι το
ΕΘΖΗ είναι ρόμβος.
Λύση
Α
Β
Η
Φέρουμε την ΕΖ.
ΑΒΖΕ ορθογώνιο  ΗΕ = ΗΖ
(1)
ΑΕ =//ΖΓ  ΑΕΓΖ παρ/μμο 
Ζ ΗΖ //ΕΘ (2)
Ε
ΕΔ =//ΒΖ  ΕΔΖΒ παρ/μμο 
ΕΗ //ΘΖ (3)
(2) και (3)  ΕΘΖΗ παρ/μμο. Και λόγω της (1) ρόμβος.
Θ
Δ
Γ
ΘΕΜΑ 22ο
Να αποδείξετε ότι, αν δύο κάθετα τμήματα έχουν τα άκρα τους στις απέναντι πλευρές
τετραγώνου, τότε είναι ίσα.
Λύση
Έστω ΚΛ και ΝΜ τα κάθετα τμήματα.
Α
Κ
Β
Φέρουμε ΚΚ΄  ΔΓ και ΝΝ΄  ΒΓ
Τότε ΚΚ΄=  ΝΝ΄= πλευρά του τετραγώνου
Μ
Ν
Δ
Ν΄
Κ΄ Λ
Γ
Τα ορθογώνια τρίγωνα ΚΚ΄Λ, ΝΝ΄Μ είναι ίσα,
διότι έχουν ΚΚ΄=ΝΝ΄ και
ˆ N
ˆ (οξείες με πλευρές κάθετες).
K
Άρα ΚΛ = ΝΜ.
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ΘΕΜΑ 23ο
ˆ = 45ο. Από το μέσο Μ της ΓΔ φέρουμε κάθετο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με B
πάνω στη ΓΔ και έστω Ε και Ζ τα σημεία στα οποία αυτή τέμνει τις ΑΔ και ΒΓ
αντίστοιχα (ή τις προεκτάσεις τους). Να αποδείξετε ότι το ΔΕΓΖ είναι τετράγωνο.
Λύση
Ε
Α
Δ Τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΔΕ, ΜΓΖ
1
είναι ίσα διότι
ˆ = 45ο (εντός εναλλάξ)
Μ
ˆ 1 = ˆ 1 = B
1
και ΜΓ = ΜΔ
Β
Ζ
Γ
Άρα ΜΕ = ΜΖ
Έτσι, οι ΔΓ, ΕΖ διχοτομούνται, είναι και κάθετες άρα το ΔΕΓΖ είναι ρόμβος
Αρκεί να αποδείξουμε ότι έχει και ίσες διαγώνιες.
Το ορθογώνιο τρίγωνο ΜΓΖ έχει ˆ 1 = 45ο , άρα είναι και ισοσκελές με ΜΓ = ΜΖ άρα και
ΔΓ = ΕΖ.
ΘΕΜΑ 24ο
ˆ
Σε ορθογώνιο ΑΒΓΔ φέρουμε ΒΕ  ΑΓ. Αν η διχοτόμος της γωνίας 
τέμνει τη ΓΔ
στο Ζ, να αποδείξετε ότι ΒΓ = ΓΖ.
Λύση
Αρκεί να αποδείξουμε ότι ˆ 1 = ˆ 2 + ˆ 3
Α
Β
και επειδή ˆ = ˆ
1
2 3
1
Δ
Ζ
2
Ε
1
Γ
1
Αρκεί να αποδείξουμε ότι ˆ 1 = ˆ 1 + ˆ 3
ˆ είναι εξωτερική του τριγώνου ΖΒΔ, άρα
1
ˆ 1 = ˆ 1 + ˆ 1 .
Οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι ˆ 1 + ˆ 1 = ˆ 1 + ˆ 3 , δηλαδή ότι ˆ 1 = ˆ 3 , το όποίο
ισχύει αφού είναι οξείες με πλευρές κάθετες.
ΘΕΜΑ 25ο
Να αποδείξετε ότι :
i) το άθροισμα των αποστάσεων τυχαίου σημείου της βάσης ισοσκελούς τριγώνου από τις ίσες
πλευρές του είναι σταθερό (και ίσο με ένα από τα ύψη του).
ii) το άθροισμα των αποστάσεων τυχαίου σημείου, που βρίσκεται στο εσωτερικό
ισοπλεύρου τριγώνου, από τις πλευρές του, είναι σταθερό (και ίσο με το ύψος
του).
Λύση
i)
Μ το τυχαίο σημείο της βάσης ΒΓ
MK, ΜΛ οι αποστάσεις από τις ΑΒ, ΑΓ
ΓΔ ύψος
Θα αποδείξουμε ότι ΜΚ + ΜΛ = ΓΔ
Φέρουμε ΜΝ  ΓΔ
Α
Δ
Ν
Λ
1
Β
Κ
1
Γ
ΜΝΔΛ ορθογώνιο (τρεις γωνίες ορθές) 
ΜΛ = ΝΔ
M
Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουμε ότι ΜΚ = ΓΝ.
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Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΝΜΓ, ΚΜΓ.
ˆ 
ˆ (εντός εναλλάξ) = ˆ .
Είναι ορθογώνια με κοινή την υποτείνουσα ΜΓ και NM
Είναι, λοιπόν, ίσα, άρα ΜΚ = ΓΝ.
ii)
Μ το τυχαίο εσωτερικό σημείο
MK, ΜΛ, ΜΡ οι αποστάσεις από τις πλευρές
Α
Φέρουμε το ύψος ΑΖ και ΔΜΗΕ ΒΓ
Τότε τρ.ΑΔΕ ισόπλευρο και ΜΡ = ΗΖ (1)
Κ
Λ
Δ
Μ
Ε
Η
Εφαρμόζουμε το i) στο τρ.ΑΔΕ, οπότε
ΜΚ + ΜΛ = ΑΗ
(2) (το ισόπλευρο τρίγωνο
Β
Ρ Ζ
έχει ίσα ύψη)
(1) + (2)  ΜΚ + ΜΛ + ΜΡ = ΑΖ
Γ
ΘΕΜΑ 26ο
Στο παρακάτω σχήμα να δικαιολογήσετε την ισότητα ΑΜ = ΔΕ
Β

Μ
Δ

Α
Γ
Ε
Απάντηση
ˆ = 90ο και ΑΜ διάμεσος στην υποτείνουσα,
Αφού 

θα είναι ΑΜ =
.
2

Δ μέσο του ΑΒ και Ε μέσο του ΑΓ άρα ΔΕ =
,
2

οπότε ΑΜ = ΔΕ =
2
ΘΕΜΑ 27ο
ˆ = 90ο), ο κύκλος διαμέτρου ΒΓ διέρχεται από το Α;
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( 
Δικαιολογήστε την απάντηση σας.
Απάντηση

Αν Μ είναι το μέσο της υποτείνουσας ΒΓ, τότε ισχύει ΜΑ =
= ΜΒ = ΜΓ.
2
Οπότε ο κύκλος διαμέτρου ΒΓ διέρχεται και από το Α.
ΘΕΜΑ 28ο
Αν Δ και Ε είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ και Ζ τυχαίο σημείο
της ΒΓ, να αποδείξετε ότι η ΔΕ διχοτομεί την ΑΖ.
Λύση
Α
Ε
Δ
Β
Ζ
Δ, Ε μέσα των ΑΒ, ΑΓ  ΔΕ//ΒΓ
Στο τρίγωνο ΑΒΖ η ΔΕ θα τμήσει
την ΑΖ στο μέσο της.
Γ
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ΘΕΜΑ 29ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διάμεσός του ΑΔ. Αν Ε, Ζ και Η είναι τα μέσα των ΒΔ, ΑΔ
και ΑΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το ΔΕΖΗ είναι παραλληλόγραμμο.
Λύση
Στο τρίγωνο ΔΒΑ, επειδή τα Ζ, Ε
Α
AB
είναι μέσα πλευρών  ΖΕ = //
(1)
2
Η
Ζ
AB
Ομοίως στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΗΔ = //
(2)
2
Γ (1) και (2)  ΖΕ = //ΗΔ
Β
Ε
Δ
άρα ΔΕΖΗ παραλληλόγραμμο.
ΘΕΜΑ 30ο
Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τα ύψη ΒΔ και ΓΕ. Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ, να αποδείξετε
ότι ΜΔ = ΜΕ.
Λύση
ΕΜ διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου
Α
B
ΕΒΓ, άρα ΕΜ =
(1)
Δ
2
B
Ομοίως στο τρίγωνο ΔΒΓ, ΔΜ =
(2)
Ε
2
(1) και (2)  ΕΜ = ΔΜ
Γ
Β
M
ΘΕΜΑ 31ο
ˆ = 90ο) με B
ˆ = 30ο . Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
και ΑΓ, να αποδείξετε ότι ΕΖ = ΑΓ
Λύση
Β
ˆ = 90ο και B
ˆ = 30ο  ΑΓ = B
A
2
B
Ε, Ζ μέσα  ΕΖ =
2
Άρα ΕΖ = ΑΓ
E
Α
Ζ
Γ
ΘΕΜΑ 32ο
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι     , να αποδείξετε ότι    .
Λύση
Έστω ΒΔ =   , ΓΕ =   και Θ το κέντρο βάρους.
Α
2
2
  και ΓΘ =   άρα ΒΘ = ΓΘ (1)
3
3
1
1
ΘΔ =   και ΘΕ =   άρα ΘΕ = ΘΔ (2)
3
3
ˆ
ˆ
1   2 (3)
(1), (2), (3)  τρ.ΘΕΒ = τρ.ΘΔΓ 
Είναι ΒΘ =
Ε
1
Β
Δ
Θ
2
Γ
ΕΒ = ΔΓ
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ΑΒ = ΑΓ
ΘΕΜΑ 33ο
ˆ = 90ο). Προεκτείνουμε τη ΓΑ κατά τυχαίο τμήμα ΑΔ.
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
Από το Δ φέρουμε ΔΗ  ΒΓ, η οποία τέμνει την ΑΒ στο Ε. Να αποδείξετε ότι ΓΕ  ΔΒ.
Λύση
Β
Τα ΒΑ, ΔΖ είναι ύψη του τριγώνου ΔΒΓ ,
άρα το Ε είναι ορθόκεντρό του.
Άρα η ευθεία ΓΕ είναι ο φορέας του τρίτου
ύψους, δηλαδή ΓΕ  ΔΒ.
Ζ
Ε
Δ
Α
Γ
ΘΕΜΑ 34ο
ˆ = 90ο) με ˆ = 30ο και Δ, Ε τα μέσα των ΑΒ και ΒΓ
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
αντίστοιχα. Προεκτείνουμε την ΕΔ κατά τμήμα ΔΖ = ΕΔ.. Να αποδείξετε ότι το ΑΓΕΖ
είναι ρόμβος.
Λύση

ΔΕ = //
 ΖΕ = //ΑΓ
Β
2
Άρα το ΑΓΕΖ είναι παρ/μμο (1)
Ζ
Δ
Α
Ε
Γ
ˆ = 30ο στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ θα έχουμε

ΑΓ =
= ΕΓ (2)
2
Από τις (1) και (2)  το ΑΓΕΖ είναι ρόμβος.
ΘΕΜΑ 35ο
ˆ = 90ο) και το ύψος του ΑΔ.
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
i) Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ και ΑΓ, να αποδείξετε ότι
ˆ =
ˆ = 90ο.


ii) Αν Μ είναι το μέσο της ΕΖ, να αποδείξετε ότι ΔΜ =
.
4
Λύση
Β
i) ΔΕ διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΒ 

ΔΕ =
(1)
2
ΔΖ διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΓ 
Ε

Δ
ΔΖ =
(2)
Μ
2
(1) και (2)  τρ.ΔΕΖ = τρ.ΑΕΖ (ΕΖ κοινή)
Γ
Α
Ζ
ˆ =
ˆ = 90ο
Άρα 

ii) ΔΜ διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΔΕΖ  ΔΜ =
2

Αλλά ΕΖ =
αφού ενώνει τα μέσα Ε και Ζ στο τρίγωνο ΑΒΓ
2

Άρα ΔΜ =
4
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ΘΕΜΑ 36ο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα μέσα Ε και Ζ των ΒΓ και ΓΔ αντίστοιχα. Αν η

ΕΖ τέμνει τη διαγώνιο ΑΓ στο Η, να αποδείξετε ότι ΓΗ =
.
4
Λύση
Φέρουμε και τη διαγώνιο ΒΔ.
Α
Β
Στο τρίγωνο ΓΒΔ θα έχουμε ΖΕ ΔΒ,
Ο
άρα και ΖΗ ΔΟ,
Ε
Η
και αφού Ζ μέσο, στο τρίγωνο ΓΟΔ θα έχουμε
και το Η μέσο του ΓΟ 
Δ
Γ
Ζ
  
ΓΗ =
=
=
2
2
4
ΘΕΜΑ 37ο
ˆ = 90ο) με 
ˆ  ˆ φέρουμε τη διάμεσό του ΑΜ και το ύψος
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
ˆ 
ˆ  ˆ .
του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι 
Λύση
ˆ
ˆ = 
ˆ -

(1)
Γ
1
ΑΜ διάμεσος του ορθ. τριγώνου ΑΒΓ 

ΑΜ =
= ΜΒ δηλαδή ΜΑΒ τρίγωνο ισοσκελές,
2
ˆ = ˆ (2)
άρα 
Μ
Δ
Α
1
Β
ˆ = ˆ

1
(2),(3)
(1)

(3) (οξείες με κάθετες πλευρές)
ˆ 
ˆ  ˆ .

ΘΕΜΑ 38ο
Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ, ΓΔ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ αντίστοιχα, να
αποδείξετε ότι οι ΔΕ και ΒΖ τριχοτομούν τη διαγώνιο ΑΓ.
Λύση
ΕΒ =//ΔΖ  ΕΒΖΔ παρ/μμο 
E
Α
Β ΒΛΖ // ΕΚΔ
Στο τρίγωνο ΓΔΚ, Ζ μέσο και ΖΛ//ΔΚ 
Κ
Λ μέσο της ΓΚ
Λ
Ομοίως Κ μέσο της ΑΛ
Δ
Ζ
Γ
ΘΕΜΑ 39ο
Αν Ε, Ζ είναι τα μέσα των πλευρών ΒΓ, ΓΔ παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ
αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι οι ΑΕ και ΑΖ τριχοτομούν τη διαγώνιο ΒΔ.
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Λύση
Έστω Ο το κέντρο του παρ/μμου.
BΟ και AΕ είναι διάμεσοι του τρ.ΑBΓ,
Κ
άρα το σημείο τομής τους Κ είναι κέντρο
Ο
Ε
βάρους του τριγώνου 
Λ
1
1
ΚΟ = ΒΚ = ΒΟ
(1)
Δ
Γ
2
3
Ζ
1
1
Ομοίως ΛΟ = ΔΛ = ΔΟ
(2)
2
3
1
1
(1) + (2)  ΚΟ + ΛΟ = (ΒΟ +ΔΟ)  ΚΛ = ΒΔ
(3)
3
3
2
2 1
1
Κ κέντρο βάρους  ΒΚ = ΒΟ =
ΒΔ =
ΒΔ
(4)
3
3 2
3
1
Ομοίως
ΔΛ =
ΒΔ
(5)
3
(3), (4), (5)  ΑΚ = ΚΛ = ΛΓ
Α
Β
ΘΕΜΑ 40ο
Σε τρίγωνο ΑΒΓ, Δ είναι το μέσο της διαμέσου ΑΜ. Αν η ΒΔ τέμνει την πλευρά ΑΓ στο
E
Ε, να αποδείξετε ότι ΑΕ =
.
2
Λύση
Φέρουμε ΜΛ//ΒΕ.
Α
Αρκεί να αποδείξουμε ότι ΑΕ = ΕΛ = ΛΓ
Ε
Δ
Στο τρίγωνο ΑΜΛ, Δ μέσο και ΔΕ ΜΛ 
ΑΕ = ΕΛ
Στο τρίγωνο ΓΒΕ, Μ μέσο και ΜΛ ΒΕ 
ΕΛ = ΛΓ
Λ
Β
Γ
Μ
ΘΕΜΑ 41ο
Σε παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ προεκτείνουμε την ΑΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΑΒ. Αν η ΔΕ
τέμνει την ΑΓ στο Η και τη ΒΓ στο Ζ, να αποδείξετε ότι
i) BZ = ZΓ,
ii) ΓΗ =

2
Λύση
Α
Β
Ο
Δ
Η
Ζ
Γ
Φέρουμε τις ΒΔ, ΕΓ
Ο το κέντρο του παρ/μμου
Ε
i)
ΒΕ = //ΔΓ  ΒΕΓΔ παρ/μμο.
άρα οι διαγώνιοί του διχοτομούνται
στο Ζ, δηλαδή BZ = ZΓ.
ii) Oι ΔΖ και ΓΟ είναι διάμεσοι του τρ.ΒΓΔ,
άρα το Η είναι το κέντρο βάρους του 
2
1
1
ΓΗ = ΓΟ = ΓΑ = δ (1) και
3
3
3
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1
1
1
ΓΟ = ΓΑ = δ (όπου δ = ΓΑ)
3
6
6
  4 2
ΑΗ = ΑΟ + ΟΗ = + =
= δ (2)
2 6
6
3

Από τις (1) και (2) ΓΗ =
2
ΗΟ =
ΘΕΜΑ 42ο
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ = 30ο η κάθετος στο μέσο Μ της υποτείνουσας ΒΓ
τέμνει την πλευρά ΑΒ στο Δ. Να αποδείξουμε ότι

i) ΜΔ = ΑΔ,
ii) MΔ =
.
3

Λύση
i) Στο τρίγωνο ΑΒΓ, ˆ = 30ο  ΑΓ =
= ΜΓ
2
Β
Φέρουμε τη ΔΓ .
τρ.ΜΔΓ = τρ.ΑΔΓ διότι είναι ορθογώνια με
ΔΓ κοινή και ΜΓ = ΑΓ
Οπότε
ΜΔ
=
ΑΔ
Μ
ii) Στο τρίγωνο ΜΒΔ, ˆ = 30ο 
Δ
(i)
1
1
ΜΔ
=
ΒΔ
ΑΔ = ΒΔ.

Γ
Α
2
2
(i)
1
1
Άρα ΑΔ = ΑΒ  ΜΔ = ΑΒ
3
3
ΘΕΜΑ 43ο
Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ και Ε, Ζ τα μέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. Αν Η, Κ οι
προβολές των κορυφών Α και Γ στη διαγώνιο ΒΔ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ΕΗ 
ΚΖ.
Λύση
Έστω Σ η τομή των ΕΗ, ΚΖ.
Ε
Από το τρίγωνο ΣΚΗ, αρκεί να δειχθεί ότι
Α
Β
2 1
ˆ + Kˆ = 90ο
H
1
1
Σ
K
1
1
2
Ζ
Η
Δ
Γ
ΗΕ διάμεσος του ορθ. τριγώνου ΗΑΒ 
AB
ˆ =B
ˆ (1)
ΗΕ =
= ΕΒ  H
1
2
2
ΚΖ διάμεσος του ορθ. τριγώνου ΚΒΓ  ΚΖ =
B
ˆ (2)
ˆ = K
ˆ =B
= ΖΒ  K
1
1
2
2
ˆ = 90ο .
ˆ + Kˆ = Bˆ + B
(1) + (2)  H
1
1
1
2
ΘΕΜΑ 44ο
ˆ  ˆ φέρουμε το ύψος του ΑΔ. Αν Ε και Ζ τα μέσα
Σε τρίγωνο ΑΒΓ με B
ˆ 
ˆ  ˆ .
των ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι 
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Λύση
ˆ  ˆ  ˆ ( ˆ εξωτερική του τρ. ΔΖΕ)
Είναι 
1
1
1
1
Άρα ˆ 1 = ˆ 1 - ˆ 1
(1)
ΖΕ ΒΑ  ˆ = ˆ
A
Ε
1
1
1
1
B
Δ
Γ
Ζ
ΔΕ διάμεσος του ορθ. τριγώνου ΑΔΓ 
τρ. ΕΔΓ ισοσκελές  ˆ 1 = ˆ
(1)  ˆ = ˆ - ˆ
1
ΘΕΜΑ 45ο
ˆ = 90ο) φέρουμε το ύψος του ΑΔ. Να αποδείξετε ότι αν ˆ =
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A

15ο, τότε ΑΔ =
και αντίστροφα.
4
(Υπόδειξη : Φέρουμε τη διάμεσο ΑΜ)
Λύση
Συμπεράσματα που ισχύουν και για το
Β
ευθύ και για το αντίστροφο.

ΑΜ =
=ΒΜ = ΜΓ  τρ.ΜΒΓ ισοσκελές 
2
ˆ = ˆ
Μ

1
1
Α
1
Δ
Γ
ˆ + ˆ (εξωτερική του τρ. ΜΑΒ) 
ˆ =
Αλλά 
1
1
ˆ = ˆ + ˆ = 2 ˆ

1
Αποδεικνύουμε το ευθύ και το αντίστροφο ταυτόχρονα, με ισοδυναμίες.



ˆ = 30ο  ΑΔ =
ˆ = 15ο  
 ΑΔ = 2 =
1
2
2
4
ΘΕΜΑ 46ο
Σε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ θεωρούμε το βαρύκεντρο Κ του τριγώνου
ΑΒΓ και τα μέσα Ε, Ζ και Η των ΑΒ, ΓΔ και ΚΔ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι
ΕΗ//ΚΖ
Λύση
Β
Φέρουμε τη διάμεσο ΓΕ και τη ΖΗ.
Ε
Αρκεί να αποδείξουμε ότι ΕΚΖΗ παρ/μμο,
Α
ή ότι ΚΕ =//ΖΗ.
Κ

Κ βαρύκεντρο του τρ. ΑΒΓ  ΚΕ =
(1)
Η
2

Γ
Δ
Η, Ζ μέσα πλευρών του τρ.ΔΚΓ  ΖΗ=//
(2)
Ζ
2
(1) και (2)  ΚΕ =//ΖΗ.
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ΘΕΜΑ 47ο
ˆ  2ˆ  900 και το ύψος του ΑΔ. Προεκτείνουμε την ΑΒ κατά
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με 
τμήμα ΒΕ = ΒΔ. Να αποδείξετε ότι η ΔΕ διχοτομεί την πλευρά ΑΓ.
Λύση
Η ευθεία ΕΔ τέμνει την ΑΓ σε σημείο Ζ.
Α
Τρ. ΒΔΕ ισοσκελές  ˆ = ˆ 1
1
Αλλά ˆ = ˆ + ˆ (εξωτερική του ΒΕΔ)
Ζ
1
ˆ = 2 ˆ  2 ˆ = 2 ˆ  ˆ = ˆ
ˆ = ˆ 1 = ˆ 2 = ˆ
Άρα
32
Έτσι
Β
Γ
1 Δ
ˆ 2 = ˆ  τρ.ΖΔΓ ισοσκελές με
Ε
ΖΔ = ΖΓ (1)
ˆ είναι συμπληρωματική της ˆ .
Από το ορθ. τρίγωνο ΑΔΓ, η 
1
Λόγω του ύψους ΑΔ, η ˆ 3
είναι συμπληρωματική της ˆ 2 .
ˆ = ˆ  τρ.ΖΑΔ ισοσκελές με ΖΔ = ΖΑ (2)
Άρα 
3
1
Από τις (1) , (2)  ΖΓ = ΖΑ.
ΘΕΜΑ 48ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, η διχοτόμος του ΑΔ και Μ το μέσο της ΒΓ. Αν Ε η
προβολή του Β στη διχοτόμο ΑΔ, να αποδείξετε ότι :
i) ΕΜ || ΑΓ
  
ii) EM =
2
Λύση
Προεκτείνουμε τη ΒΕ και τέμνει την ΑΓ
σε σημείο Ζ.
Το ΑΕ είναι ύψος και διχοτόμος του
τρ.ΑΒΖ, άρα και διάμεσος και το τρίγωνο
ισοσκελές με ΑΖ = ΑΒ
Έτσι, το Ε είναι μέσο του τμήματος ΒΖ.
Α
Ζ
Ε
Β
i)
Δ
Μ
Γ
Ε, Μ μέσα πλευρών του τριγώνου ΒΖΓ 
ii)
ΕΜ =
ΕΜ =

2

     
=
=
2
2
2
ΘΕΜΑ 49ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το ύψος του ΒΔ και Μ το μέσο του τμήματος ΓΔ.
Προεκτείνουμε τη ΔΒ κατά τμήμα ΒΕ = ΔΒ. Να αποδείξετε ότι η κάθετη από το Μ στην
ΑΒ, η κάθετη από το Α στην ΕΓ και η ΒΔ συντρέχουν.
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Λύση
Φέρουμε τη ΒΜ, η οποία ενώνει τα μέσα
Α
Δ
Μ΄
δύο πλευρών του τρ. ΔΕΓ, άρα ΒΜ ΕΓ.
Έστω ΑΑ΄  ΕΓ. Τότε ΑΑ΄  ΒΜ,
Μ
Β
Γ
Α΄
Ε
δηλαδή η ΑΑ΄ είναι φορέας ύψους του
τριγώνου ΑΒΜ.
Φορείς υψών του ίδιου τριγώνου είναι και
οι ΜΜ΄  ΑΒ, ΒΔ  ΑΓ.
Άρα διέρχονται από το ίδιο σημείοορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΜ, δηλαδή
συντρέχουν.
ΘΕΜΑ 50ο
Αν Κ και Λ είναι οι προβολές της κορυφής Α τριγώνου ΑΒΓ στην εσωτερική και
ˆ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι
εξωτερική διχοτόμο της γωνίας B
i) το ΑΚΒΛ είναι ορθογώνιο
ii) η ευθεία ΚΛ διέρχεται από το μέσο της ΑΓ.
Λύση
i) Είναι ΒΛ  ΒΚ σαν διχοτόμοι δύο
εφεξής παραπληρωματικών γωνιών.
Α
Λ
Έτσι το τετράπλευρο ΑΚΒΛ έχει τρεις
Ρ
Κ
γωνίες ορθές, άρα είναι ορθογώνιο.
Γ
Β
ii)
Σ
Συμβολίζουμε Σ την τομή των ΑΚ, ΒΓ και Ρ την τομή των ΑΒ, ΛΚ.
Το ΒΚ είναι διχοτόμος και ύψος του τριγώνου ΒΑΣ, άρα και διάμεσος,
δηλαδή το Κ είναι μέσο του ΑΣ.
ΑΚΒΛ ορθογώνιο  οι διαγώνιοί του διχοτομούνται, δηλαδή
το Ρ είναι μέσο του ΑΒ
Στο τρίγωνο, λοιπόν, ΑΒΣ θα είναι ΡΚ || ΒΣ, άρα και ΛΡΚ || ΒΓ, οπότε η ΛΚ θα
διέλθει από το μέσο της ΑΓ.
ΘΕΜΑ 51ο
ˆ = 90ο), το ύψος του ΑΔ και η διάμεσός του ΑΜ. Αν Ε,
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A
Ζ οι προβολές του Δ στις ΑΒ και ΑΓ, να αποδείξετε ότι
i) ΑΔ = ΕΖ
ii) AM  EZ
iii) η διάμεσος ΑΜ, το τμήμα ΔΖ και η παράλληλη προς την ΕΖ από το Β συντρέχουν.
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Λύση
i) Το τετράπλευρο ΑΕΔΖ είναι ορθογώνιο,
αφού έχει τρεις γωνίες ορθές 
έχει ίσες διαγωνίους.
Γ
ii)
Έστω Κ η τομή των ΑΜ, ΕΖ.
Στο τρίγωνο ΚΑΖ, αρκεί να αποδείξουμε ότι
ˆ + ˆ = 90ο
Λ
Δ

Ζ
1
1
1 Κ
12

Είναι AM =
= MΓ 
1
2
Α
Β
ˆ = ˆ . (1) τρ.ΖΑΕ =
Ε
τρ.ΜΑΓ ισοσκελές  
1
ˆ (οξείες με  πλευρές).
τρ.ΔΑΕ  ˆ 1 = ˆ 1 . Αλλά ˆ 1 = B
ˆ (2)
Άρα ˆ 1 = B
ˆ + ˆ = ˆ + B
ˆ + ˆ = 90ο
ˆ  
(1) + (2)  
Μ
1
1
1
1
iii) Έστω Λ η τομή των ΑΜ, ΖΔ..
Αρκεί να αποδείξουμε ότι ΒΛ || ΕΖ, ή αρκεί ότι το ΒΛΖΕ είναι παρ/μμο.
Επειδή, όμως, ΖΛΔ || ΑΕΒ, αρκεί να αποδείξουμε ότι ΖΛ = ΕΒ.
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΖΛ και ΔΕΒ.
Είναι ορθογώνια με ΑΖ = ΔΕ και
ˆ = ˆ (από την (1)) = ˆ (εντός- εκτός – επί τα αυτά). Άρα τρ. ΑΖΛ= τρ.ΔΕΒ

1
2
ΘΕΜΑ 52ο
Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) και διάμεσός του ΕΖ. Αν οι μη παράλληλες πλευρές του
ΑΔ, ΒΓ τέμνονται στο Κ και Η, Θ είναι τα μέσα των ΚΛ και ΚΒ αντίστοιχα, να
αποδείξετε ότι τα Ε, Ζ, Η, Θ είναι κορυφές τραπεζίου.
Λύση
K
Η
ΗΘ || ΑΒ (ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του
τριγώνου ΚΑΒ)
ΕΖ || ΑΒ ( διάμεσος του τραπεζίου)
Άρα ΗΘ || ΕΖ, οπότε ΗΘΖΕ τραπέζιο.
Θ
Β
Α
Ζ
Ε
Δ
Γ
ΘΕΜΑ 53ο
Αν Δ και Ε είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα ισοσκελούς
τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), να αποδείξετε ότι το ΔΕΓΒ είναι ισοσκελές τραπέζιο.
Λύση
ΔΕ || ΒΓ (ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του
τριγώνου ΑΒΓ),
οπότε ΔΕΓΒ τραπέζιο.
Α
Δ
Β
Ε
τρ.ΑΒΓ ισοσκελές  ˆ = ˆ .
Άρα ΔΕΓΒ ισοσκελές τραπέζιο.
Γ
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ΘΕΜΑ 54ο
Οι διαγώνιοι ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ ΓΔ) τέμνονται στο Ο. Αν Ε, Ζ, Η, Θ είναι
τα μέσα των ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το ΕΖΗΘ είναι ισοσκελές
τραπέζιο.
Λύση
Στο τρίγωνο ΟΔΓ είναι ΘΗ ΔΓ
A
B
Ε Ζ
Στο τρίγωνο ΟΑΒ είναι ΕΖ ΑΒ
Άρα ΘΗ ΕΖ, οπότε ΕΖΗΘ τραπέζιο
Ο
Θ
Δ
Η
ΑΒΓΔ ισοσκελές τραπέζιο  ΑΓ = ΒΔ 
 

 ΕΗ = ΖΘ
2
2
άρα ΕΖΗΘ είναι ισοσκελές τραπέζιο.
Γ
ΘΕΜΑ 55ο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και το ύψος του ΑΕ. Αν Κ, Λ είναι τα μέσα των ΑΔ και
ΒΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το ΚΛΓΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο.
Λύση
ΚΛ μεσοπαράλληλος των ΑΒ, ΔΓ 
Β
Α
ΚΛΓΕ τραπέζιο.
Κ
Δ
Λ
Γ
Ε
ΕΚ διάμεσος του ορθ. τριγώνου ΕΔΑ 

ΕΚ =
= ΚΔ = ΛΓ
2
Άρα ΚΛΓΕ ισοσκελές τραπέζιο.
ΘΕΜΑ 56ο
Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΑΒ < ΓΔ και τα ύψη του ΑΕ και ΒΖ. Να
  
αποδείξετε ότι ΔΕ = ΓΖ =
.
2
Λύση
Προφανώς τρ.ΑΕΔ = τρ.ΒΖΓ  ΔΕ = ΖΓ
B
A
ΑΒΖΕ ορθογώνιο  ΕΖ = ΑΒ
Δ
Ε
Ζ
Γ
Είναι ΔΕ + ΕΖ + ΖΓ = ΔΓ 
ΔΕ + ΖΓ = ΔΓ – ΕΖ
2ΔΕ = ΔΓ – ΑΒ
  
ΔΕ =
.
2
ΘΕΜΑ 57ο
Από την κορυφή Α τριγώνου ΑΒΓ φέρουμε ευθεία ε που δεν τέμνει το τρίγωνο και ας είναι
ΒΒ΄ και ΓΓ΄ οι αποστάσεις των Β και Γ από την ευθεία ε. Αν Μ είναι το μέσο της Β΄Γ΄
και Κ το μέσο της διαμέσου ΑΔ, να αποδείξετε ότι ΜΚ =
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.
2
Λύση
ΒΒ΄ και ΓΓ΄  ε  ΒΒ΄//ΓΓ΄
Γ΄
Άρα Β΄Γ΄ΓΒ τραπέζιο με διάμεσο
Α Μ
ε
ΔΜ παράλληλη των βάσεων
Β΄
ΒΒ΄ και ΓΓ΄, άρα  ε.
Κ
Β
Γ
Δ
Έτσι το τρίγωνο ΜΑΔ είναι ορθογώνιο

με διάμεσο ΜΚ, άρα ΜΚ =
.
2
ΘΕΜΑ 58ο
ˆ τέμνει τη διάμεσο ΕΖ στο Η. Να
Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) η διχοτόμος της γωνίας B
ˆ = 90ο.
αποδείξετε ότι BH
Λύση
Η προέκταση της ΓΗ τέμνει την ΑΒ
Α Θ
Β
σε σημείο Θ.
Τότε η ΕΖ τέμνει και το τμήμα ΘΓ
Η
Ε
Ζ
στο μέσο του Η.
Έτσι, το ΒΗ είναι διχοτόμος και διάμεσος
Γ του τριγώνου ΒΘΓ, άρα και ύψος.
Δ
ΘΕΜΑ 59ο
Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ ) Μ είναι το μέσο της ΑΒ. Αν η μεσοκάθετος της ΑΒ
τέμνει την ΑΓ στο Ζ και η παράλληλη από το Ζ προς τη ΒΓ τέμνει την ΑΒ στο Η, να
αποδείξετε ότι ΓΗ = ΑΖ.
Λύση
Φέρουμε τη ΖΒ.
Α
Λόγω της μεσοκαθέτου ΜΖ έχουμε ΖΑ = ΖΒ (1)
M
Η
ΗΖΓΒ τραπέζιο και μάλιστα ισοσκελές,
Ζ
Β
Γ
ˆ  ˆ από το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ.
αφού 
Άρα έχει ίσες διαγωνίους ΗΓ = ΖΒ (2).
Από τις (1) και (2) έχουμε ΖΑ = ΗΓ.
ΘΕΜΑ 60ο
ˆ  ˆ = 90ο και ˆ = 120ο. Αν ΑΒ = 2  και
Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με 
ΒΓ =  , να υπολογίσετε τη διάμεσο ΕΖ, ως συνάρτηση του  .
Λύση
  
Β
Α
Επειδή ΕΖ =
αρκεί να
2
1
Ζ
υπολογίσουμε τη ΔΓ.
Ε
Φέρουμε ΒΚ  ΔΓ.
Δ
Κ
Γ
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Τότε ΔΚ = ΑΒ = 2  και ˆ 1 = 30ο.
 
Στο ΒΚΓ ορθ. τρίγωνο θα έχουμε ΚΓ =
 .
2
2
 5
Έτσι ΔΓ = ΔΚ + ΚΓ = 2  + =
.
2
2
5 9
2 
  
2  2  9 .
Άρα ΕΖ =
=
2
2
4
2
ΘΕΜΑ 61ο
Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ, η μία από τις μη παράλληλες πλευρές του ΑΔ είναι ίση με το άθροισμα
των βάσεων. Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ, να αποδείξετε ότι
ˆ = 90ο.

Λύση
Α
Φέρουμε τη διάμεσο ΜΛ του τραπεζίου.
Β
   

2
2
Έτσι η διάμεσος ΜΛ του τριγώνου ΜΑΔ είναι
Τότε ΜΛ =
Μ
Λ
ίση με το μισό της αντίστοιχης πλευράς ΑΔ,
άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Μ.
Γ
Δ
ΘΕΜΑ 62ο
Από το μέσο Ε της πλευράς ΒΓ ισοσκελούς τραπεζίου ΑΒΓΔ (ΑΒ || ΓΔ) φέρουμε
παράλληλη προς την ΑΔ, που τέμνει τη ΔΓ στο Μ. Να αποδείξετε ότι ΒΜ  ΔΓ.
Λύση
ˆ = ˆ = ˆ 
ΕΜ// ΑΔ  M
Α
1
Β
τρ.ΕΜΓ ισοσκελές με ΕΜ = ΕΓ = ΕΒ
Ε
1
Μ
Δ
Έτσι η διάμεσος ΜΕ του τριγώνου ΜΒΓ είναι
ίση με το μισό της αντίστοιχης πλευράς ΒΓ,
άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Μ.
Γ
ΘΕΜΑ 63ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΑΗ. Αν Δ, Ε, Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ, ΑΓ και
ΒΓ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το ΔΕΖΗ είναι ισοσκελές τραπέζιο.
Λύση
ΔΕ || ΒΓ και ΕΖ || ΑΒ 
ΔΕΖΒ παρ/μμο και ΔΕΖΗ τραπέζιο. (1)
Α
Δ
Β
Ε
Η
Ζ
Γ
Από το παρ/μμο έχουμε ΕΖ = ΒΔ

Αλλά ΗΔ =
= ΒΔ
2
Άρα ΕΖ = ΔΗ
(2)
(1), (2)  ΔΕΖΗ είναι ισοσκελές τραπέζιο.
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ΘΕΜΑ 64ο
Αν σε τραπέζιο η μία βάση είναι διπλάσια της άλλης, να αποδείξετε ότι οι διαγώνιοι χωρίζουν
τη διάμεσο σε τρία ίσα τμήματα.
Λύση
α
Α
Έστω το τραπέζιο ΑΒΓΔ με βάσεις
ΑΒ =  , ΓΔ = 2  και διάμεσο ΕΖ
η οποία τέμνει τις διαγώνιες στα Η, Θ.
Β
Ζ
 
(1)

2
2
Γ
 
Δ
Στο τρίγωνο ΓΑΒ έχουμε ΘΖ =
(2)

2α
2
2
   2   
Στο τραπέζιο έχουμε ΗΘ =
(3)


2
2
2
Από τις (1), (2), (3)  ΕΗ = ΗΘ = ΘΖ.
Ε
Η
Θ
Στο τρίγωνο ΔΑΒ έχουμε ΕΗ =
ΘΕΜΑ 65ο
Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΓΔ = 3ΑΒ και Κ, Λ τα μέσα των διαγωνίων του ΔΒ
και ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το ΑΚΛΒ είναι παραλληλόγραμμο. Πότε αυτό είναι
ορθογώνιο;
Λύση
ΚΛ =
Β
Α
Αλλά και ΚΛ ΑΒ
Άρα το ΑΚΛΒ είναι παραλληλόγραμμο.
Λ
Κ
   3   2


 
2
2
2
Γ
Δ
Για να είναι ορθογώνιο, θα πρέπει να έχει
ίσες διαγωνίους, δηλαδή ΑΛ = ΒΚ,
άρα ΑΓ = ΒΔ,
δηλαδή το τραπέζιο να είναι ισοσκελές.
ΘΕΜΑ 66ο
3
.Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) με ΓΔ = ΑΒ. Αν Ε, Ζ, Η είναι τα μέσα των ΑΒ, ΒΓ
2
και ΔΕ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το ΑΒΖΗ είναι παραλληλόγραμμο. Αν η προέκταση
της ΑΗ τέμνει τη ΓΔ στο Θ, τότε
ΘΔ = ΔΓ – ΑΒ.
Λύση
3
Ε
Έστω ΑΒ =  , οπότε ΓΔ = 
Β
Α
2
Στο τραπέζιο ΕΒΓΔ έχουμε
Ζ
Η
Δ
Θ
Γ
 3 4

   2 2

 2    ΑΒ
ΗΖ =
2
2
2
Αλλά είναι και ΗΖ//ΑΒ, οπότε
το ΑΒΖΗ είναι παραλληλόγραμμο
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ΑΒΖΗ παρ/μμο  ΑΗΘ//ΒΖΓ, αλλά και ΑΒ//ΘΓ, οπότε
ΑΒΓΘ παρ/μμο, άρα ΘΓ = ΑΒ Έχουμε ΘΔ = ΓΔ – ΓΘ = ΓΔ – ΑΒ.
ΘΕΜΑ 67ο
Αν Α΄, Β΄, Γ΄, Δ΄, Κ΄ είναι οι προβολές των κορυφών και του κέντρου Κ
παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ αντίστοιχα σε ευθεία ε που αφήνει όλες τις κορυφές του προς το
ίδιο μέρος της, να αποδείξετε ότι ΑΑ΄+ ΒΒ΄+ ΓΓ΄+ ΔΔ΄= 4ΚΚ΄.
Λύση
Β
AΑ΄Γ΄Γ τραπέζιο με διάμεσο ΚΚ΄ 
ΑΑ΄+ ΓΓ΄= 2ΚΚ΄
Α
K
ΒΒ΄Δ΄Δ τραπέζιο με διάμεσο ΚΚ΄ 
ΒΒ΄+ ΔΔ΄= 2ΚΚ΄
Γ
Δ
ε
Α΄
Δ΄
Κ΄
Γ΄
Άρα ΑΑ΄+ ΒΒ΄+ ΓΓ΄+ ΔΔ΄= 4ΚΚ΄.
Β΄
ΘΕΜΑ 68ο
Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ || ΓΔ) έχουμε ΑΔ = ΑΒ + ΓΔ. Να αποδείξετε ότι οι διχοτόμοι των
ˆ και ˆ τέμνονται στη ΒΓ.
γωνιών 
Λύση
Επειδή γίνεται λόγος για το άθροισμα των βάσεων,
Α
θεωρούμε τη διάμεσο ΕΖ.
Β
2
   
1
Τότε ΕΖ =

   
2
2
1
Ε
Ζ
ˆ = ˆ
Τρ. ΕΑΖ ισοσκελές  
1
1
ˆ
ΑΒ || ΕΖ
  2 = ˆ 1
Γ
Δ
ˆ =
ˆ δηλαδή ΑΖ διχοτόμος της 
ˆ .
Άρα 
1
2
Ομοίως
ΔΖ διχοτόμος της ˆ .
ΘΕΜΑ 69ο
ˆ = ˆ = 90ο και ΒΓ = 2ΓΔ. Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ, να
Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με 
ˆ .
ˆ = 3 
αποδείξετε ότι 
Λύση
Δ
1
2
1
Λ
Α
1
Φέρουμε τη διάμεσο ΜΛ του τραπεζίου, η οποία
Γ
σαν παράλληλη στις βάσεις θα είναι  ΔΑ.
3
Έτσι, η ΜΛ είναι ύψος και διάμεσος του τριγώνου
Μ
Β
ˆ =M
ˆ . (1)
ΜΑΔ άρα και διχοτόμος, δηλαδή M
1
2
ˆ
ˆ
ΒΓ = 2ΓΔ  ΓΜ = ΓΔ  M = 
3
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1
και   
ˆ =M
ˆ
Έτσι, M
(2)
2
3
ˆ =
ˆ
ΜΛ//ΒΑ  M
1
(1), (2), (3) 
ˆ = ˆ
M
2
1
1
(3)
ˆ .
ˆ = 3 

ΘΕΜΑ 70ο
Μια ευθεία ε διέρχεται από την κορυφή Δ ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ και έχει
εκατέρωθεν αυτής τις κορυφές Β και Γ. Αν Α΄, Β΄ και Γ΄ οι προβολές των Α, Β και Γ
αντίστοιχα στην ευθεία ε, να αποδείξετε ότι ΑΑ΄- ΓΓ΄= ΒΒ΄
(με ΑΑ΄> ΓΓ΄).
Λύση
Οι διαγώνιοι του παρ/μμου διχοτομούνται
σε σημείο Κ.
Φέρουμε ΚΚ΄  ε
Γ
Δ
ε
Κ΄
Α΄
Β΄
K
Γ΄
΄  ΄
2
΄
τρ.ΔΒΒ΄
 ΚΚ΄ =
2
Άρα ΑΑ΄- ΓΓ΄= ΒΒ΄
ΑΑ΄ΓΓ΄ τραπέζιο  ΚΚ΄=
Β
A
ΘΕΜΑ 71ο
Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ || ΓΔ) με ΑΒ < ΓΔ, έστω Μ το μέσο της ΒΓ. Να αποδείξετε ότι
i) αν ΔΜ = ΔΓ και η
παράλληλη από το Α προς τη ΒΓ τέμνει τη ΔΜ στο Ε, τότε
ΑΜ = ΒΕ ii) αν Ε είναι το μέσο της ΔΜ, τότε ΑΕ =
Λύση
i)
Αρκεί να αποδείξουμε ότι το τραπέζιο ΑΒΜΕ
είναι ισοσκελές.
Β
Α
2 Μ
1
Ε
Δ
Θ
3
ΒΓ.
4
Γ
ˆ = ˆ
τρ.ΔΜΓ ισοσκελές  
1
ˆ
ˆ και
Αλλά  2 παραπληρωματική της 
1
ˆ παραπληρωματική της ˆ από το τραπέζιο
ˆ = ˆ
Άρα 
2
Έτσι ΑΒΜΕ ισοσκελές τραπέζιο
ii) Η ΑΕ τέμνει τη ΔΓ σε σημείο Θ και επειδή ΕΘ || ΜΓ από το μέσο Ε,
 
θα είναι ΕΘ =
=
2
4
ΑΒΓΘ παρ/μμο  ΑΘ = ΒΓ
Έτσι
ΑΕ = ΑΘ – ΕΘ = ΒΓ –
 3
= ΒΓ.
4
4
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ΘΕΜΑ 72ο
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ, Δ το μέσο της ΑΒ και σημείο Ε της ημιευθείας ΔΒ,

ώστε ΔΕ =
. Από τα Β και Ε φέρουμε κάθετες στη
2
ˆ , οι οποίες τέμνουν την ΑΓ στα Β¨ και Ε¨ αντίστοιχα.
διχοτόμο της γωνίας 
Να αποδείξετε ότι:
  
i) Β¨Ε¨=
2
ii) η ευθεία ΕΕ¨ διέρχεται από το μέσο της ΒΓ.
Λύση
i).
Έστω Κ, Λ τα σημεία τομής των ΒΒ΄, ΓΓ΄
ˆ .
με τη διχοτόμο της γωνίας 
Α
Β¨
Δ
Ε΄
K
Β
Γ
Λ
ΑΚ διχοτόμος και ύψος του τριγώνου ΑΒΒ΄,
άρα ισοσκελές με ΑΒ΄ = ΑΒ.
Ομοίως
ΑΕ΄ = ΑΕ
Ε
    
=
2
2
2
ii).Επειδή Ε΄Ε || Β΄Β (κάθετες στη διχοτόμο), στο τρίγωνο ΓΒ΄Β αρκεί να αποδείξουμε ότι
το Ε΄ είναι μέσο της ΓΒ΄, δηλαδή ΓΕ΄= Ε΄Β΄ ή αρκεί
  
ΓΕ΄=
.
2
Είναι ΓΕ΄=ΑΓ – ΑΕ΄ = ΑΓ – ΑΕ
= ΑΓ – ( ΑΔ + ΔΕ )
= ΑΓ – ΑΔ – ΔΕ
 
= ΑΓ –
–
2
2
 
=
–
2
2
  
=
το οποίο, κατά το i), ισούται Ε΄Β΄.
2
Έχουμε, λοιπόν, ΒΈ΄= ΒΕ = ΔΕ – ΔΒ =
ΘΕΜΑ 73ο
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με ΑΒ = 2ΒΓ, ˆ > 60ο και το ύψος του ΑΕ προς τη ΒΓ
(ΑΕ  ΒΓ). Αν Ζ, Η είναι τα μέσα των ΓΔ και ΑΒ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:
i) το ΗΒΓΖ είναι ρόμβος,
ˆ ,
ii) η ΖΕ είναι διχοτόμος της 
iii) το ΗΕΓΖ είναι ισοσκελές τραπέζιο,
ˆ = 3 
ˆ .
iv) 
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Λύση
Η
Α
Β
3
2
Δ
E
1
2 1
Γ
Ζ
i).
ΗΒ = || ΖΓ  ΗΒΓΖ παρ/μμο
και επειδή ΗΒ = ΒΓ  ρόμβος
ii).
Αρκεί να δειχθεί ότι ˆ 3 + ˆ 2 = ˆ 1
Επειδή όμως ˆ = ˆ (εντός-εναλλάξ),
1
1
αρκεί να δειχθεί ότι ˆ 3 + ˆ 2 = ˆ 1 , δηλαδή ότι τρ.ΗΖΕ ισοσκελές με ΗΖ = ΗΕ.

Είναι ΕΗ =
= ΗΒ σα διάμεσος του ορθογωνίου τριγώνου ΕΒΑ
2

και ΗΖ = ΒΓ =
.
2
Άρα ΕΗ = ΗΖ.
iii) ΕΓ || ΗΖ  ΗΕΓΖ τραπέζιο.
 
ΕΗ =
=
= ΖΓ άρα ισοσκελές τραπέζιο.
2
2
iv) Αρκεί να δειχθεί ότι ˆ 2 + ˆ 1 = 3 ˆ 1 , επειδή όμως ˆ 1 = ˆ 1 ,
αρκεί να δειχθεί ότι ˆ = 2 ˆ , επειδή όμως ˆ = ˆ (εντός – εκτός – επί τα αυτά),
2
1
2
αρκεί να δειχθεί ότι ˆ = 2 ˆ 1 .
Έχουμε ΗΕΓΖ ισοσκελές τραπέζιο  ˆ = ˆ 3 + ˆ 2 + ˆ 1
Αλλά ˆ 3 + ˆ 2 = ˆ 1 , άρα ˆ = 2 ˆ 1 .
ΘΕΜΑ 74ο
Ευθεία ε αφήνει τις κορυφές τριγώνου ΑΒΓ προς το ίδιο μέρος της. Αν Α΄, Β΄, Γ΄, Κ΄ οι
προβολές των Α, Β, Γ και του βαρυκέντρου Κ αντίστοιχα στην ε, να αποδείξετε ότι
ΑΑ΄+ ΒΒ΄+ΓΓ΄ = 3ΚΚ΄.
Λύση
Έστω η διάμεσος ΒΜ, Λ το μέσο του
τμήματος ΒΚ και Μ΄, Λ΄ οι προβολές
των Μ, Λ στην ευθεία ε.
Α
ΜΜ΄ διάμεσος του τραπεζίου ΑΑ΄Γ΄Γ 
΄  ΄
ΜΜ΄=
(1)
Λ
2
Γ
Β
ΚΚ΄ διάμεσος του τραπεζίου ΛΛ΄Μ΄Μ 
΄  ΄
Γ΄
ΚΚ΄=
(2)
ε
Κ΄ Μ΄
Β΄ Λ΄ Α΄
2
ΛΛ΄ διάμεσος του τραπεζίου ΒΒ΄Κ΄Κ 
΄  ΄
ΛΛ΄=
(3)
2
Απαλοιφή των ΜΜ΄, ΛΛ΄ μεταξύ των (1), (2), (3)
Μ
K
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΄  ΄
΄  ΄
+

2
2
4ΚΚ΄ = ΑΑ΄+ ΓΓ΄ + ΒΒ΄+ ΚΚ΄  3ΚΚ΄ = ΑΑ΄+ ΒΒ΄+ ΓΓ΄.
(2)  2ΚΚ΄= ΜΜ΄+ΛΛ΄
(1),(3)

2ΚΚ΄ =
ΘΕΜΑ 75ο
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και Δ το μέσο της ΒΓ. Φέρουμε ΔΕ  ΑΓ. Αν
το μέσο του ΕΓ, να αποδείξετε ότι: i) ΔΖ//ΒΕ ii) ΑΗ  ΒΕ, όπου Η το μέσο του ΔΕ.
Λύση
i). Στο τρίγωνο ΕΒΓ, τα Δ, Ζ είναι μέσα πλευρών
του  ΔΖ//ΒΕ.
ii). Φέρουμε την ΑΔ και την ΗΖ
Λόγω του ii), αρκεί να αποδείξουμε ότι ΑΗ  ΔΖ,
Α
δηλαδή ότι το ΑΗ είναι φορέας ύψους του
τριγώνου ΑΔΖ.
Ε
Η
Β
Δ
Ζ
Επειδή όμως, ΔΕ ύψος, αρκεί να αποδείξουμε ότι
Γ
το Η είναι ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΔΖ .
Προς τούτο, αρκεί να αποδείξουμε ότι ΖΗ  ΑΔ, το οποίο συμβαίνει διότι:
ΖΗ || ΔΓ (ενώνει τα μέσα δύο πλευρών του τριγώνου ΕΔΓ) και
ΔΓ  ΑΔ (από το ισοσκελές ΑΒΓ).
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ
Α’ΛΥΚΕΙΟΥ
Θέμα 1ο
Α) Να αποδείξετε ότι η διάμεσος προς την υποτείνουσα σε κάθε
ορθογώνιο τρίγωνο ισούται με το μισό της υποτείνουσας.
(5 μονάδες)
Β) Να διατυπώσετε τρείς προτάσεις με τις οποίες ένα τετράπλευρο να
γίνεται ορθογώνιο
(6 μονάδες)
Γ) Να δώσετε τους ορισμούς για :
α) ορθόκεντρο β) έγκεντρο γ) διάμεσος τραπεζίου και δ) ρόμβος
(2 μονάδες/ ερώτημα)
Δ) Να σημειώσετε με Σωστό ή Λάθος τις παρακάτω προτάσεις:
i) Οι διαδοχικές γωνίες ενός πα/ρμου είναι παραπληρωματικές


ii) Αν σ’ ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με  =90ο και  =30ο φέρω την
διάμεσο προς την υποτείνουσα σχηματίζονται δύο ισόπλευρα
τρίγωνα.
iii) Δύο παράλληλες χορδές ενός κύκλου σχηματίζουν ισοσκελές
τραπέζιο
(2 μονάδες/ ερώτημα)
Θέμα 2ο
Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και φέρουμε ημιευθεία Βχ εφαπτομένη
του κύκλου στο Β , πάνω στην Βχ παίρνω τυχαίο σημείο Γ. Αν Δ μέσο
του ΒΓ φέρω την εφαπτομένη ΔΝ , όπου Ν σημείο επαφής με τον κύκλο.
Να αποδείξετε ότι :
Α) ΔΝ=ΔΒ και
(10 μονάδες)
Β) Α, Ν, Γ συνευθειακά.
(15 μονάδες)
Θέμα 3ο
Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΒΓ=ΑΔ και ΑΒ<ΓΔ , παίρνουμε Ε,Ζ μέσα
των ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα. Η προέκταση της ΔΑ τέμνει την προέκταση
της ΖΕ στο Η , και η προέκταση της ΓΒ τέμνει την προέκταση της ΖΕ
στο Θ. Φέρουμε την ΒΔ και έστω Κ το μέσο της. Αποδείξτε ότι :


Α) E1 = Z 1

(12 μονάδες)

Β)     
(13 μονάδες)
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Θέμα 4ο
Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΔ=ΒΓ , έστω ΜΖ η διάμεσός
του. Αν η ΒΜ τέμνει την προέκταση της ΓΔ στο Ε και Ν μέσο της ΕΓ
τότε να δείξετε ότι :
Α)   
(15 μονάδες)
Β) ΑΖΝ τρίγωνο ισοσκελές.
(10 μονάδες)
Καλή Επιτυχία !
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ
Α’ΛΥΚΕΙΟΥ
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ
Θέμα 1ο
Α) Σχολικό βιβλίο σελίδα 109 θεώρημα Ι
Β) Σχολικό βιβλίο σελίδα 101 κριτήρια για είναι ένα
τετράπλευρο ορθογώνιο.
Γ) α) ορθόκεντρο ,Σχολικό βιβλίο σελίδα 108
β) έγκεντρο , Σχολικό βιβλίο σελίδα 80
γ) διάμεσος, τραπεζίου Σχολικό βιβλίο σελίδα 112
β) ρόμβος , Σχολικό βιβλίο σελίδα 101
Δ) i) Σ
ii) Λ
iii) Σ
Θέμα 2ο
Α) Φέρω τις ΑΝ,ΝΒ και ΝΓ τότε :
- Στο τρίγωνο ΑΝΒ έχω ΑΒ διάμετρο άρα η
βαίνει σε ημικύκλιο)
Ν

A NB =90
0
(1) (αφού
Γ
Δ
Α
Β
- ΔΝ εφαπτόμενο τμήμα στον κύκλο από υπόθεση
- ΔΒ εφαπτόμενο τμήμα από υπόθεση αφού Βχ εφαπτομένη
άρα ΔΝ=ΔΒ (2) (διότι τα εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από το ίδιο
σημείο είναι ίσα)
Β) Από υπόθεση Δ μέσο ΒΓ άρα ΔΒ=ΔΓ=ΒΓ/2 άρα από (2)
ΔΝ=ΔΓ=ΒΓ/2
ΔΝ=ΒΓ/2 (3)
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Στο ΓΝΒ τρίγωνο ,ΝΔ διάμεσος (αφού Δ μέσο ΒΓ) και ΔΝ=ΒΓ/2 λόγω (3)

άρα ΓΝΒ τρίγωνο ορθογώνιο με  NB =900 (4)



άρα αφού A NB +  NB =180ο άρα
ο
A N =180 άρα Α,Ν,Γ συνευθειακά.//
Θέμα 3ο
Α)
Η
Θ
Ε
Β
Α
Κ
Δ
Γ
Ζ
Στο ΑΒΔ τρίγωνο : Ε μέσο του ΑΒ (από υπόθεση)
Κ μέσο του ΒΔ (από υπόθεση)
άρα ΕΚ=//ΑΔ/2 (1)
και αφού από υπόθεση ΒΓ=ΑΔ
άρα ΕΚ=ΒΓ/2 (2)
Στο ΒΔΓ τρίγωνο : Κ μέσο του ΒΔ (από υπόθεση)
Ζ μέσο του ΓΔ (από υπόθεση)
άρα ΚΖ=//ΒΓ/2 (3) άρα λόγω της (2) έχω ότι ΚΖ=ΕΚ


άρα ΚΕΖ τρίγωνο ισοσκελές άρα E1 = Z 1
Β) Από (1) έχω ότι ΕΚ//ΑΔ άρα ΕΚ//ΔΗ και αυτές τέμνονται


από ΗΖ άρα E1 = H 1 (4) (ως εντός εκτός και επί τα αυτά)
Από (3) ΚΖ//ΒΓ άρα ΚΖ//ΘΓ και αφού αυτές τέμνονται από ΖΘ


τότε 1 = Z 1 (5) (ως εντός και εναλλάξ)




Άρα από (α) ,(4) και (5) έχω : 1 = Z 1 = E1 = H 1 άρα


1 = H 1


άρα      .//
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Θέμα 4ο
Α)
Α
Β
Μ
Ζ
Κ
Γ
Ε
Δ
Ν
Στο ΑΒΓΔ τραπέζιο ΜΖ διάμεσος (από υπόθεση) άρα ΜΖ//ΓΔ
άρα και ΜΖ//ΕΓ (1)
Στο ΒΕΓ τρίγωνο : Ζ μέσο ΒΓ (διότι από υπόθεση ΜΖ διάμεσος)
ΜΖ//ΕΓ (λόγω (1) )
Άρα Μ μέσο ΒΕ (2)
Στο τρίγωνο ΒΕΓ: Μ μέσο ΒΕ (λόγω (2) )
Ν μέσο ΕΓ (από υπόθεση)
Άρα ΜΝ=//ΒΓ/2 (3)
και αφού από υπόθεση ΒΓ=ΑΔ άρα ΜΝ=ΑΔ/2 (4)
Στο ΑΝΔ τρίγωνο, ΜΝ διάμεσος (διότι Μ μέσο ΑΔ ) και

ΜΝ=ΑΔ/2 άρα ΑΝΔ ορθογώνιο τρίγωνο με A N   90 0
Άρα    άρα    (5)
Β) Έστω ΜΖ τέμνει την ΑΝ στο Κ , φέρω επίσης ΖΝ τότε :
Στο ΑΔΝ τρίγωνο : Μ μέσο ΑΔ και ΜΚ//ΔΝ (αφού ΜΖ//ΓΔ )
Άρα Κ μέσο ΑΝ (6)
Αφού MK  N και    άρα   MK (7)
Από (6) και (7) έχω ότι ΜΖ μεσοκάθετος της ΑΝ άρα ΖΑ=ΖΝ
άρα ΖΑΝ τρίγωνο ισοσκελές.//
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