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                        Γεωµετρικός Τόπος Ριζών
Έχουµε ήδη θεµελιώσει ότι η συµπεριφορά ενός ΓΧΑ συστήµατος, από πλευράς ΣΑΕ,
καθορίζεται από το χαρακτηριστικό πολυώνυµο, δηλαδή τις ρίζες του παρονοµαστή της
συνάρτησης µεταφοράς-τους πόλους του συστήµατος. Ας υποτεθεί ότι µας δίνεται µία
συνάρτηση µεταφοράς ( ) του ευθέως κλάδου, την οποία µας ζητείται να ελέγξουµε. Προς
το σκοπό αυτό, χρησιµοποιούµε την κάτωθι τοπολογία, τουλάχιστον για τη συγκεκριµένη
µελέτη:
( )
+
( )
( )
( )
_
Σχήµα 1
όπου ενδέχεται το ( ) να είναι ο ελεγκτής και το ( ) το προς έλεγχο σύστηµα. Σε κάθε
περίπτωση, η συνάρτηση µεταφοράς του ευθέως κλάδου είναι το ( ), όπου εν προκειµένω,
( )=
( )
( )
( ). Η ισοδύναµη τοπολογία παρουσιάζεται στο σχήµα 2
+
( )
( )
_
Σχήµα 2
Η συνάρτηση µεταφοράς του κλειστού βρόχου είναι
( )=
( )
1+ ( )
Είναι προφανές ότι διαφορετικές πραγµατικές τιµές του , δίνουν διαφορετικούς πόλους, άρα
ουσιωδώς διαφορετική συµπεριφορά του συστήµατος ΓΧΑ. Είναι εποµένως απαραίτητο να
γνωρίζουµε τους πόλους του ( ) σαν συνάρτηση του . Στο παρόν κεφάλαιο θα
µελετήσουµε θεωρητικά τον γεωµετρικό τόπο των ριζών του χαρακτηριστικού πολυωνύµου
(των πόλων) του ( ) συναρτήσει του , µε δεδοµένη την συνάρτηση µεταφοράς του κατ’
ευθείαν κλάδου ( ).
1
Προσοχή: η ανάλυση του γεωµετρικού τόπου θα γίνει µόνο για την τοπολογία κλειστού
βρόχου του σχήµατος 1. Εν τούτοις, βασιζόµενοι στην ισοδυναµία διαγραµµάτων βαθµίδων
από πλευράς ΣΑΕ που έχει παρουσιαστεί στο σχετικό κεφάλαιο, θα δείξουµε στα επόµενα ότι
πρακτικά οποιαδήποτε τοπολογία µπορεί να αναχθεί σε αυτήν του σχήµατος 2, όσον αφορά
τον γεωµετρικό τόπο ριζών µε µία µόνο παράµετρο κέρδους .
Κατ’ αρχήν µία γενική παρατήρηση. Ο γεωµετρικός τόπος των ριζών κάθε εξίσωσης της
µορφής που µελετάται είναι συµµετρικός ως προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών.
Εν συνεχεία παρατηρούµε ότι εάν το ∈ [0, +∞) και αν θεωρήσουµε ότι το µεταβαίνει
από το 0 στο +∞, τότε κάθε κλάδος του γεωµετρικού τόπου των ριζών ξεκινά από τους
πόλους του ( ) και περατούται στα µηδενικά του ( ). Πράγµατι, δεδοµένου ότι στο παρόν
στάδιο µελετούµε µόνο ρητές συναρτήσεις µεταφοράς, ας γράψουµε τη συνάρτηση
µεταφοράς του ευθέως κλάδου ως ( ) =
( )
( )
όπου ( )και ( ) πολυώνυµα ως προς µε
πραγµατικούς συντελεστές, µε τον βαθµό του ( )
µεγαλύτερο από το βαθµό του ( ). Τότε η συνάρτηση µεταφοράς του σχήµατος 2 γίνεται
( )
( )
( )
( )=
≡
( )
( )+ ( )
1+
( )
Παρατηρούµε τώρα ότι:
•
•
όταν = 0, τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του ( )είναι το ίδιο µε αυτό του
( ) και άρα οι πόλοι του ενός είναι και πόλοι του άλλου
όταν → +∞, βγάζοντας κοινό παράγοντα το από το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
του ( ), τελικά παραµένει για τον υπολογισµό των ριζών µόνον ο αριθµητής του
ευθέως κλάδου ( ), καθώς → 0.
Θα δοθούν κατωτέρω αναλυτικά παραδείγµατα σχεδίασης του γεωµετρικού τόπου των ριζών
διαφόρων συστηµάτων ΣΑΕ. Τα τρία πρώτα παραδείγµατα αφορούν συστήµατα δευτέρας
τάξεως ο γεωµετρικός τόπος των οποίων επιδέχεται αναλυτική λύση. Η κυρίως µεθοδολογία
για συστήµατα ανωτέρας τάξεως θα δοθεί απ’ το παράδειγµα 4 και κάτω. Σηµειώνεται ότι
αυτή η µεθοδολογία είναι πολύ γενική και στην ουσία συνιστά έναν αλγόριθµο εύρεσης των
ριζών της πολυωνυµικής εξίσωσης ( ) + ( ) = 0 όπου πραγµατική παράµετρος, όταν
τα πολυώνυµα ( )και ( ) είναι γνωστά.
Παράδειγµα 1
Έστω,
1
( + 2)
( )=
η συνάρτηση ευθέως κλάδου.
Η συνάρτηση µεταφοράς είναι
2
1
+2 +
( )=
α) Όταν = 0, οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (δηλαδή, του παρονοµαστή του
( )) είναι οι πόλοι της συνάρτησης µεταφοράς του ευθέως κλάδου, εν προκειµένω, οι
=
= 0 και =
= −2.
β) Όταν
τιµές
< 1, οι ρίζες
και
του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι πραγµατικές µε
= −1 + √1 − ,
= −1 − √1 − Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των ριζών παραµένει επί του άξονος των $, έχοντας δύο κλάδους:
ο ένας κλάδος πηγαίνει από το−2 στο −1 και ο άλλος από το −1 στο 0. Η τιµή −1
προκύπτει προφανώς όταν στα , θέσουµε = 1.
γ) Όταν
τιµές
> 1, τότε οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι συζυγείς µιγαδικές µε
= −1 + &√ − 1,
= −1 − &√ − 1
Παρατηρούµε ότι το πραγµατικό µέρος είναι κοινό και σταθερό (δεν επηρεάζεται από το ),
άρα και οι δύο κλάδοι του γεωµετρικού τόπου θα βρίσκονται επί της ευθείας $ = −1.
Για τη ρίζα παρατηρούµε ότι η πρωτεύουσα φάση της θ1 (το πρωτεύον όρισµά της) θέτει
τον πόλο στο δεύτερο τεταρτηµόριο, διότι
= | |( )*+ , όπου | | = √ και √ ,- . = −1,
√
/0. = √ − 1 ⇒
230. = −√ − 1
βρίσκεται στο δεύτερο τεταρτηµόριο.
και άρα o κλάδος που αντιστοιχεί στο
Αντιστοίχως, για τη ρίζα παρατηρούµε ότι η πρωτεύουσα φάση της θ2 (το πρωτεύον
όρισµά της) θέτει τον πόλο στο τρίτο τεταρτηµόριο, διότι
= | |( )*4 , όπου | | = √ και √ ,- . = −1,
√
/0. = −√ − 1 ⇒
230. = √ − 1
και άρα o κλάδος που αντιστοιχεί στο
βρίσκεται στο τρίτο τεταρτηµόριο.
Παράδειγµα 2
Έστω
( )=
1
( − 3)( + 2)
η συνάρτηση ευθέως κλάδου.
Η συνάρτηση κλειστού βρόχου είναι η
3
1
( − 3)( + 2) +
( )=
1
− −6+
=
α) Όταν = 0, οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (δηλαδή, του παρονοµαστή του
( )) είναι οι πόλοι της συνάρτησης µεταφοράς του ευθέως κλάδου, εν προκειµένω, οι
=
= 3 και =
= −2s1 .
β) Όταν
<
τιµές
7
8
, οι ρίζες
και
=
του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι παραγµατικές µε
1 + √25 − 4
,
2
=
θέσουµε
=
1 − √25 − 4
2
Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των ριζών παραµένει επί του άξονος των $, έχοντας δύο κλάδους:
ο ένας κλάδος πηγαίνει από το −2στο 0.5 και ο άλλος από το 3 στο 0.5. Η τιµή 0.5
προκύπτει προφανώς όταν στα
γ) Όταν
τιµές
>
7
,
8
,
7
8
.
τότε οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι συζυγείς µιγαδικές µε
=
−1 + &√4 − 25
,
2
=
−1 − &√4 − 25
2
Άρα ο γεωµετρικός τόπος αυτών των ριζών είναι µία ευθεία κάθετη στον άξονα των $ στο
σηµείο (0.5,0).
Παράδειγµα 3
Έστω
( )=
η συνάρτηση ευθέως κλάδου µε
+1
( − 3)( + 2)
( ) = + 1,
( ) = ( − 3)( + 2)
Η συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόχου είναι
( )=
+1
+ ( − 1) +
−6
α) Όταν = 0, οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου (δηλαδή, του παρονοµαστή του
( )) είναι οι πόλοι της συνάρτησης µεταφοράς του ευθέως κλάδου, εν προκειµένω, οι
=
= 3 και =
= −2.
β) H διακρίνουσα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι < =
− 6 + 25. Αυτή µε τη
σειρά της είναι ένα τριώνυµο ως προς , η διακρίνουσα του οποίου είναι −64, άρα ισχύει για
κάθε > 0, < > 0. Άρα οι ρίζες και του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι πάντα
πραγµατικές µε τιµές
4
=
Παρατήρηση 1: Όταν το
+ √<
,
2
. Πράγµατι, η
→ −∞.
Από την άλλη, για να δούµε που τείνει η
Εποµένως, για
=
1−
=
1−
− √<
2
τείνει στο άπειρο, διαπιστώνουµε ότι µόνο η
αφού στη < υπερισχύει ο όρος
και άρα η
1−
> 3 ισχύει
<=
+ √< 1 −
=
2
γίνεται περίπου ίση µε
τείνει στο −∞,
= >
του
→∞
,γράφουµε την διακρίνουσα ως:
− 6 + 25 ≡ ( − 3) + 16
+ ?( − 3) + 16 1 −
=
2
1−
+
2
−3
+ ( − 3)@1 +
2
16
( − 3)
→
= −1
Εποµένως ο ένας κλάδος θα ξεκινάει στον πόλο της ( ) = 3 και θα περατούται στο
µηδενικό της συνάρτησης µεταφοράς A = −1, ενώ ο δεύτερος κλάδος θα ξεκινάει στον πόλο
= −2 και θα περατούται στο −∞.
Παρατήρηση 2: Επειδή για όλα τα η < είναι θετική, οι και είναι πάντα πραγµατικοί,
άρα και οι δύο κλάδοι του γεωµετρικού τόπου θα βρίσκονται επί του άξονα των $.
Παράδειγµα 4
Έστω
( )=
1
( + 1)( + 2)( + 3)
η συνάρτηση µεταφοράς ευθέως κλάδου.
Η συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόχου είναι η
( )=
1
( + 1)( + 2)( + 3) +
α) Όταν = 0, οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι οι πόλοι της συνάρτησης
µεταφοράς του ευθέως κλάδου, εν προκειµένω, οι =
= −1, =
= −2 και
B = B = −3.
Όταν ≠ 0, η προκύπτουσα εξίσωση τρίτου βαθµού δεν έχει προφανή λύση και γι’ αυτό θα
ακολουθήσουµε κανόνες για την ποιοτική σχεδίαση του γεωµετρικού τόπου των ριζών.
Κανόνας 1: Ο γεωµετρικός τόπος των ριζών θα έχει τρεις κλάδους, διότι η συνάρτηση
µεταφοράς ευθέως κλάδου ( ) έχει τρεις πόλους. Κάθε κλάδος θα ξεκινάει από έναν
5
αντίστοιχο πόλο της ( ) και, επειδή η ( ) δεν έχει µηδενικά, θα περατούται στο ±∞,
καθώς → +∞.
Κανόνας 2: Ένας κλάδος ή ένα τµήµα κλάδου όπου οι ρίζες είναι πραγµατικές, αν υπάρχει,
κείται στον άξονα των $. Ένας κλάδος του γεωµετρικού τόπου ή ένα τµήµα αυτού µπορεί να
βρίσκεται στον πραγµατικό άξονα µόνον όταν δεξιά του υπάρχει περιττός αριθµός πόλων και
µηδενικών της συνάρτησης µεταφοράς ( ) του ευθέως κλάδου, όταν έχουµε τον
περιορισµό E ≥ G. Στο προκείµενο, ο αριστερότερα ευρισκόµενος πόλος της ( ) είναι ο
B = −3. Όλα τα σηµεία του µιγαδικού επιπέδου µε H(3I( ) < −3 έχουν δεξιά τους
3 πόλους + 0 µηδενικά της ( ) = περιττό αριθµό πόλων και µηδενικών.
Άρα όλος ο άξονας των $αριστερά του −3 είναι πιθανός κλάδος του γεωµετρικού τόπου,
που προφανώς αντιστοιχεί σε πραγµατικές τιµές ριζών του χαρακτηριστικού πολυωνύµου της
συνάρτησης µεταφοράς κλειστού βρόχου ( ). Θα θεµελιώσουµε σε επόµενο κανόνα ότι
όντως αυτό είναι τµήµα του γεωµετρικού τόπου (γ.τ.).
Αντιστοίχως, όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί µε −2 < H(3I( ) < −1, έχουν στα δεξιά τους µόνο
έναν πόλο και καθόλου µηδενικά της ( ), άρα ο γεωµετρικός τόπος των ριζών σε αυτό το
χωρίο του ℂ ενδεχοµένως κείται επί του άξονος των $. Ισοδυνάµως, το ευθύγραµµο τµήµα
του άξονος των $ που αρχίζει από το −2 και περατούται στο −1 είναι πιθανόν τµήµα του
γεωµετρικού τόπου των ριζών. Για την ακρίβεια, είναι όντως τµήµα του γ.τ. όπως θα
δείξουµε παρακάτω.
Κανόνας 3: Επειδή ο βαθµός του παρονοµαστή της ( ) είναι µεγαλύτερος από τον βαθµό
του αριθµητή της ( ), υπάρχουν ασύµπτωτοι στο γεωµετρικό τόπο. Το σηµείο τοµής των
ασυµπτώτων βρίσκεται επί του άξονα των $ µε τετµηµένη που δίνεται από τον τύπο
KL =
(ά*NOPQRLSόUVWX( )=ά*NOPQRLRYZ[WP\ώWX( ))
.
(SUή*O_SόUVWX( )=SUή*O_RYZ[WP\ώWX( ))
Άρα, εν προκειµένω,
KL =
(=B= = =`)
(B=`)
= −2.
Κανόνας 4: Εάν 0 είναι ο αριθµός πόλων της ( ) και a είναι αριθµός µηδενικών της, τότε
οι ασύµπτωτοι αναχωρούν από το σηµείο τοµής τους b c κατά γωνίες που δίνονται από τον
τύπο
.NL =
(2d + 1)e
,
0−a
d = 0,1, … , 0 − a − 1
Εν προκειµένω,
S
.`L = B , . L = e,. L =
7S
.
B
Άρα, η µία ασύµπτωτη που αντιστοιχεί στη γωνία e, κείται επί του πραγµατικού άξονος και
είναι ο κλάδος του γ.τ. που έχει ήδη εντοπιστεί για H(3I( ) < −3. Οι άλλες δύο ασύµπτωτοι
6
είναι συµµετρικές ως προς τον πραγµατικό άξονα. Η µία ασύµπτωτος, έστω α1 εκκινεί από το
S
b c και σχηµατίζει γωνία B µε τον άξονα των $, άρα έχει εξίσωση
e
e
$ = −2 + g cos k l mnop = 0 + g sin k l ⇒
3
3
g
√3
$ = −2 + mnop = g
2
2
Η άλλη, έστω n εκκινεί επίσης από το b c κι έχει εξίσωση
$ = −2 + g cos s
5e
5e
t mnop = 0 + g sin s t ⇒
3
3
g
√3
$ = −2 + mnop = −g
2
2
Κανόνας 5: Εντοπισµός του σηµείου θλάσης
Ορίζεται ως σηµείο θλάσης ένα σηµείο επί του πραγµατικού άξονα από το οποίο εκκινούν
τουλάχιστον δύο κλάδοι του γεωµετρικού τόπου. Αυτό σηµαίνει ότι έχουµε σηµείο θλάσης
εκεί όπου έχουµε διπλές (τουλάχιστον) ρίζες της υποτιθέµενης συνάρτησης ( ). Για να
γίνει κατανοητό αυτό, ας θεωρήσουµε ότι πλησιάζουµε το σηµείο θλάσης από την πλευρά
που βρίσκονται οι δύο κλάδοι. Επειδή ο γ.τ. είναι συµµετρικός (γιατί;;), πλησιάζοντας στο
σηµείο θλάσης θα έχουµε δυο συζυγείς ρίζες για κάθε . Φθάνοντας στο σηµείο θλάσης, οι
δύο συζυγείς θα εκφυλίζονται σε µία διπλή για το συγκεκριµένο . Εποµένως, στο σηµείο
θλάσης έχω µηδενισµό της πρώτης παραγώγου του χαρακτηριστικού πολυωνύµου. Εν
προκειµένω
u
′
= v−( + 1)( + 2)( + 3)w = 0 ⇒ 3
u
+ 12 + 11 = 0 ⇔ y
,
= −2 ±
√3
3
Για να είναι τα y , σηµεία θλάσης, πρέπει να ικανοποιούν τη χαρακτηριστική εξίσωση για
κάποια πραγµατική, µη αρνητική τιµή του . Εν προκειµένω
α) για το y :
1+
(y ) = 0 ⇔
= − X(z ) ⟹
= 0.3849 Η παράσταση µηδενίζεται για
= − X(z ) ⟹
= −0.3849 Η παράσταση µηδενίζεται για
+
β) για το y :
1+
(y ) = 0 ⇔
4
= −0.3849 η οποία δεν είναι αποδεκτή τιµή.
Άρα σηµείο θλάσης είναι µόνο το y .
7
= 0.3849
Κανόνας 6: Γωνία εκκίνησης από τους πόλους
α) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −1
Κοντά στον πόλο −1 ισχύει
= −1 + ~, ~ ∈ ℂ όπου |~| πολύ µικρή ποσότητα.
Αλλά, τότε, για κάθε µιγάδα
•
≠ 0 ισχύει
•
+ ~ ≅
•
, ενώ προφανώς 0 + ~ = ~.
Άρα στο προκείµενο,
1
≡ ( ) = ~(~ + 1)(~ + 2) ≅ ~·1·2 = 2~
( )
Όµως, επειδή ζητάµε τους πόλους του ( ), δηλαδή ζητάµε τις ρίζες του χαρακτηριστικού
πολυωνύµου του κλειστού βρόχου, ισχύει πάντα
=−
Ειδικώτερα, κοντά στο −1 ισχύει
1
( )
1
≅ 2~ = − ⇔ 2|~|( )‚([) = ( )S ⇒ ƒ(~) = e + 2de
( )
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
= −1 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία e.
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −2
Κοντά στον πόλο −2 ισχύει
= −2 + ~, ~ ∈ ℂ όπου |~| πολύ µικρή ποσότητα.
Αλλά, τότε, για κάθε µιγάδα
•
≠ 0 ισχύει
•
+ ~ ≅
•
, ενώ προφανώς 0 + ~ = ~.
Οπότε,
1
≡ ( ) = (~ − 1)~(~ + 1) ≅ −~
( )
Όµως, επειδή πάλι ζητάµε τους πόλους του ( ), δηλαδή ζητάµε τις ρίζες της
χαρακτηριστικής εξίσωσης, ισχύει πάντα
=−
Ειδικώτερα, κοντά στο −2 ισχύει
1
( )
1
≅ −~ = − ⇔ |~|( )‚([) = ( )
( )
S
⇒ ƒ(~) = 2de
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο = −2 o γ.τ. εκκινεί προς τα δεξιά, εφαπτόµενος στον
άξονα των $ µε γωνία µηδέν ή ισοδυνάµως µε γωνία 2e. Θα φτάσει στο σηµείο θλάσης y µε
= −1.4226, απ’ όπου θα αποκτήσει δύο τµήµατα που διαφοροποιούν τους κλάδους εκ των
οποίων το ένα θα έχει ασύµπτωτο την n και το άλλο την n .
γ) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −3
8
Κοντά στον πόλο −3 ισχύει = −3 + ~, ~ ∈ ℂ όπου |~| πολύ µικρή ποσότητα.
Οπότε
1
≡ ( ) = (~ − 2)(~ − 1)~ ≅ (−2)(−1)~ = 2~
( )
Άρα ισχύει ότι και στην περίπτωση α), άρα ο γεωµετρικός τόπος φεύγει από τον
γωνία e.
B
= −3 µε
Κανόνας 7: Τοµή µε φανταστικό άξονα
Όταν οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης διέρχονται από τον άξονα των y (το φανταστικό
άξονα), τότε το σύστηµα µεταβαίνει από ευστάθεια σε αστάθεια ή αντιστρόφως. Εποµένως,
επειδή ο πίνακας Routh δίνει την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το σύστηµα
ευσταθές, δηλαδή να έχει όλους τους πόλους στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο, προφανώς οι
οριακές τιµές του για τις οποίες θα ισχύει το κριτήριο του Routh θα συµπεριλαµβάνουν τα
σηµεία τοµής του γεωµετρικού τόπου µε τον φανταστικό άξονα.
Επιπλέον, οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου οι οποίες είναι φανταστικές, δηλαδή
είναι της µορφής = ±„& πρέπει να µηδενίζουν και το πραγµατικό και το φανταστικό
µέρος του πολυωνύµου αυτού.
Εν προκειµένω, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος είναι:
( )=
B
+6
+ 11 + 6 +
Ο πίνακας Routh του πολυωνύµου προκύπτει
B
1
6
10 −
6+
`
11
6+
0
6
0
Για την ευστάθεια του συστήµατος πρέπει να ισχύει
−6 <
Άρα, µας ενδιαφέρουν οι οριακές τιµές
< 60
= −6 και
= 60.
Εποµένως, θα µελετήσουµε την οριακή τιµή = 60 και µόνο, διότι στο παρόν παράδειγµα
έχουµε υποθέσει ∈ [0, +∞). Παρ’ όλα αυτά αναλύουµε και το = −6, για πληρότητα σε
περίπτωση που µας ζητηθεί ανάλυση και για < 0.
α) Για
= −6 το χαρακτηριστικό πολυώνυµο γίνεται:
( )=
B
+6
9
+ 11
Αντικαθιστώντας = „& και µηδενίζοντας το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος
προκύπτουν οι κάτωθι εξισώσεις
−6„ = 0
−„B + 11„ = 0
Κοινή ρίζα των παραπάνω εξισώσεων είναι η „ = 0.
Η ρίζα αυτή βρίσκεται πάνω στον πραγµατικό άξονα.
β) ) Για
= 60 το χαρακτηριστικό πολυώνυµο γίνεται:
( )=
B
+6
+ 11 + 66
Αντικαθιστώντας = „& και µηδενίζοντας το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος
−6„ + 66 = 0
−„B + 11„ = 0
Κοινές ρίζες των παραπάνω εξισώσεων είναι οι „ , = ±√11 = ±3,3166. Τα δύο αυτά
σηµεία είναι τα σηµεία τοµής του γεωµετρικού τόπου των ριζών µε τον φανταστικό άξονα.
Κανόνας 8: Έλεγχος της συµβατότητας των προηγουµένων κανόνων και θεµελίωση των
πραγµατικών τµηµάτων του γ.τ..
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, αναφέραµε στον κανόνα 1 ότι το ευθύγραµµο τµήµα επί του
πραγµατικού άξονα από το −2 έως το −1 µπορεί να είναι µέρος του γ.τ.. Το ίδιο
παρατηρήσαµε για την ηµιευθεία επί του άξονος των $ που εκκινεί από το −3 και περατούται
στο −∞. Παρατηρούµε ότι αυτά είναι πλήρως συµβατά µε τις γωνίες εκκίνησης και το σηµείο
θλάσης. Όντως από το = −1 ο γ.τ. εκκινεί µε γωνία e, παραµένει επί του άξονος των $
έως το σηµείο θλάσης, απ’ όπου εκκινεί για να φτάσει σε µία ασύµπτωτο. Από τον πόλο
= −2 εκκινεί µε γωνία 2e και παραµένει επί του πραγµατικού άξονος µέχρι το σηµείο
θλάσης y που βρίσκεται µεταξύ του και . Από το σηµείο θλάσης εγκαταλείπει τον
άξονα των $ τείνοντας στην άλλη ασύµπτωτο, συµµετρικά µε τον άλλο κλάδο γύρω από τον
άξονα των $. Επίσης, από τον πόλο B = −3 ο γ.τ. εκκινεί µε γωνία e και είναι συµβατό να
υποθέσουµε ότι παραµένει επί του πραγµατικού άξονος ικανοποιώντας και την απαίτηση ο
άξονας των $ να είναι η τρίτη ασύµπτωτος.
Εναλλακτική θεµελίωση των τµηµάτων του πραγµατικού άξονα
Η χαρακτηριστική εξίσωση γράφεται στη µορφή
1+
( )=0⇔− =
1
= ( ), ≠ …„†eόg„†(4.1)
( )
Στο προκείµενο,
10
− = ( + 1)( + 2)( + 3)
Ισχύει ότι
− = | |( )S
Α) Για ∈ (−2, −1) ισχύει ότι
( + 1) ∈ ℝ, + 1 < 0 άρα ( + 1) = | + 1|( )S
( + 2) ∈ ℝ, + 2 > 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )`
( + 3) ∈ ℝ, + 3 > 0 άρα ( + 3) = | + 3|( )`
Άρα, η παραπάνω εξίσωση γίνεται
| |( )S = | + 1|| + 2|| + 3|( )(Sˆ`ˆ`)
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−2, −1) ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε
τέτοιο βρίσκω κι ένα για το οποίο ισχύει | | = | + 1|| + 2|| + 3| , ενώ οι φάσεις είναι
ταυτοτικά ίσες, άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ..
Αρχίζει και διαφαίνεται τώρα ο γενικός κανών όσον αφορά το περιττό του πλήθους d των
πόλων και ριζών του ( ) δεξιά του σηµείου που εξετάζω: κάθε πόλος της συνάρτησης
µεταφοράς του κατ’ ευθείαν κλάδου που βρίσκεται δεξιά του σηµείου που µας ενδιαφέρει,
συµβάλει στο συνολικό όρισµα του X(
)
κατά e και κάθε µηδενικό κατά – e. Άρα, επειδή το
συνολικό πλήθος d αυτών είναι περιττό, το όρισµα του X( ) θα είναι τελικά 2†e + e , γεγονός
που εξασφαλίζει το να είναι ίδιο το πρόσηµο στην σχέση (4.1).
Β) Οµοίως, για ∈ (−∞, −3) ισχύουν
( + 1) ∈ ℝ, + 1 < 0 άρα ( + 1) = | + 1|( )S
( + 2) ∈ ℝ, + 2 < 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )S
( + 3) ∈ ℝ, + 3 < 0 άρα ( + 3) = | + 3|( )S
Άρα,
| |( )S = | + 1|| + 2|| + 3|( )(SˆSˆS) = | + 1|| + 2|| + 3|( )BS
= | + 1|| + 2|| + 3|( )S
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−∞, −3) ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε
τέτοιο βρίσκω κι ένα για το οποίο ισχύει | | = | + 1|| + 2|| + 3|ενώ οι φάσεις είναι
ταυτοτικά ίσες, άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ..
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Έστω σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς ευθέως κλάδου
( )=
+1
( + 2)( + 3)
Στο οποίο εφαρµόζεται η αντιστάθµιση του σχήµατος 2. Εποµένως η συνάρτηση µεταφοράς
κλειστού βρόχου είναι η
( )=
( )
( )+ ( )
Όπου
( ) = ( + 2)( + 3) και ( ) = + 1
Προφανώς οι πόλοι της ( ) είναι οι ρίζες του ( ) και τα µηδενικά της ( ) είναι οι ρίζες
του ( ) .
Κανόνας 1: Επειδή Šn.‹όŒend•†•‹nŽ…ή ( ) > Šn.‹όŒndo.‹•…ή ( ), o γεωµετρικός
τόπος των ριζών θα έχει τρεις κλάδους, διότι η συνάρτηση µεταφοράς ευθέως κλάδου ( )
έχει τρεις πόλους. Κάθε κλάδος θα ξεκινάει από έναν αντίστοιχο πόλο και, επειδή η ( ) έχει
ένα µηδενικό, ο ένας κλάδος θα περατούται στο µηδενικό A = −1, ενώ οι άλλοι δύο κλάδοι
θα περατούνται στο ±∞, καθώς → +∞.
Κανόνας 2: Ένας κλάδος ή τµήµα κλάδου του γεωµετρικού τόπου µπορεί να βρίσκεται στον
πραγµατικό άξονα µόνον όταν δεξιά του υπάρχει περιττός αριθµός πόλων και µηδενικών.
Παρατηρούµε το χωρίο του ℂ µε H(3I( ) µεταξύ −3 και −2 έχει δεξιά του τους πόλους −2
και 0, και το µηδενικό −1, άρα το τµήµα του πραγµατικού άξονος από το B = −3 έως το
= −2 είναι υποψήφιο να είναι τµήµα του γ.τ.. Θα θεµελιώσουµε αργότερα ότι είναι.
Οµοίως, το τµήµα του πραγµατικού άξονα που εκκινεί από τον πόλο = 0 και καταλήγει
στο µηδενικό A = −1 είναι υποψήφιο τµήµα του γ.τ.. Πάλι, θα αποδείξουµε εν συνεχεία ότι
είναι.
Κανόνας 3: Επειδή ο βαθµός του παρονοµαστή της ( ) είναι µεγαλύτερος από τον βαθµό
του αριθµητή αυτής κατά 2, υπάρχουν ασύµπτωτοι στο γεωµετρικό τόπο. Το σηµείο τοµής
των ασυµπτώτων µε τον άξονα των • δίνεται από τον τύπο
KL =
(ά*NOPQRLSόUVWX( )=ά*NOPQRLRYZ[WP\ώWX( ))
.
(SUή*O_SόUVWX( )=SUή*O_RYZ[WP\ώWX( ))
Άρα, εν προκειµένω,
KL =
(−3 − 2 + 0 − (−1))
= −2
(3 − 1)
Κανόνας 4: Εάν 0 είναι ο αριθµός πόλων της ( ) και a είναι αριθµός των µηδενικών της,
τότε οι ασύµπτωτοι αναχωρούν από το σηµείο τοµής τους K L κατά γωνίες που δίνονται από
τον τύπο
12
.NL =
(2d + 1)e
,
0−a
d = 0,1, … , 0 − a − 1
Εν προκειµένω,
S
.`L = ,. L =
BS
και µετά επαναλαµβάνονται οι ίδιες. Άρα, η µία ασύµπτωτη, έστω n , που αντιστοιχεί στη
S
γωνία είναι παράλληλη προς τον άξονα των p προς το +∞, ενώ η άλλη, έστω n , είναι πάλι
παράλληλη προς των άξονα των p προς το −∞.
Κανόνας 5: Εντοπισµός του σηµείου θλάσης
Έχουµε σηµείο θλάσης εκεί που έχουµε διπλές ρίζες της υποτιθέµενης συνάρτησης ( ), επί
του πραγµατικού άξονος, διότι από το σηµείο αυτό εκκινούν δύο τουλάχιστον διαφορετικά
τµήµατα του γεωµετρικού τόπου. Υπενθυµίζεται ότι αν θεωρήσουµε πως πλησιάζουµε το
σηµείο θλάσης από την πλευρά που βρίσκονται οι δύο κλάδοι θα έχουµε δυο συζυγείς ρίζες
για κάθε επειδή ο γ.τ. είναι συµµετρικός ως προς τον πραγµατικό άξονα. Φθάνοντας στο
σηµείο θλάσης, οι δύο συζυγείς ρίζες εκφυλίζονται σε µία διπλή για το συγκεκριµένο .
Εποµένως, για τον υπολογισµό του σηµείου θλάσης λύνω την χαρακτηριστική εξίσωση ως
προς . Οπότε, εν προκειµένω λαµβάνω
=−
( )
1
=−
=−
( )
( )
B
+5 +6
+1
Η ύπαρξη διπλής ρίζας στο σηµείο θλάσης απαιτεί
−2
u
=0⇒
u
B
− 8 − 10 − 6
= 0 ⇒ y = −2.46
( + 1)
Είναι προφανές ότι απορρίπτουµε τις µιγαδικές λύσεις γιατί το πρέπει να είναι θετικό
πραγµατικό ή µηδέν και για τις συγκεκριµένες µιγαδικές ρίζες το βγαίνει µιγαδικό.
Επιπλέον, το σηµείο θλάσης πρέπει να βρίσκεται πάντα επί του πραγµατικού άξονα.
Για να είναι σηµείο θλάσης το y ,πρέπει να ικανοποιεί τη χαρακτηριστική εξίσωση για
κάποια πραγµατική, µη αρνητική τιµή του . Εν προκειµένω,
1+
(−2.46) = 0. Η εξίσωση επιλύεται για
= 0.4186
Άρα όντως το y είναι σηµείο θλάσης.
Κανόνας 6: Γωνία εκκίνησης από τους πόλους και γωνία άφιξης στο µηδενικό
α) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο 0.
Κοντά στον πόλο 0 ισχύει
Αλλά, τότε, για κάθε µιγάδα
= ~, ~ ∈ ℂ όπου |~| πολύ µικρή ποσότητα.
•
≠ 0 ισχύει
•
+ ~ ≅
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•
, ενώ προφανώς 0 + ~ = ~.
Συνεπώς
1
~(~ + 2)(~ + 3) 6~
=
≅ ( )
~+1
1
Άρα, κοντά στο 0
1
≅ 6~ = − ⇔ 6|~|( )‚([) = ( )S ⇒ ƒ(~) = e + 2de
( )
= 0 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία e.
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −2.
Κοντά στον πόλο −2 ισχύει
= −2 + ~, ~ ∈ ℂ . Οπότε
1
(~ − 2)~(~ + 1) −2~
=
≅
( )
~−1
−1
διότι |~| πολύ κοντά στο µηδέν.
Άρα, κοντά στο−2 ισχύει
1
≅ 2~ = − ⇔ 2|~|( )‚([) = ( )S ⇒ ƒ(~) = e + 2de
( )
= −2 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία e.
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
γ) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −3.
Κοντά στον πόλο −3 ισχύει
= −3 + ~, ~ ∈ ℂ:
(~ − 3)(~ − 1)~ 3~
1
=
≅
= − ‘oό…o|~|e•gύm•†…άŽ…•0
( )
~−2
−2
3
⇒ ( )` = |~|( )‚([) ⇒ ƒ(~) = 0
2
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
άξονα των $.
B
= −3 o γ.τ. εκκινεί προς τα δεξιά, εφαπτόµενος στον
δ) Γωνία άφιξης στο µηδενικό.
Κοντά στο µηδενικό −1 ισχύει = −1 − ~, ~ ∈ ℂ όπου πάλι |~| πολύ µικρή ποσότητα.
(προσοχή στο αρνητικό πρόσηµο του ~στην άφιξη). Κατά συνέπεια
(−~ − 1)(−~ + 1)(−~ + 2) −2
1
=
≅
⇒
−~
−~
( )
1
2
2 =)‚([)
≅ = − ⇔
(
= ( )S ⇒ ƒ(~) = −e + 2de
|~|
( ) ~
Αυτό σηµαίνει ότι στο µηδενικό A = −1 o γ.τ. αφικνείται µε γωνία e, εφαπτόµενος στον
άξονα των $, δηλαδή από δεξιά.
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Κανόνας 7: Τοµή µε φανταστικό άξονα
Όταν οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης διέρχονται από τον άξονα των p (το φανταστικό
άξονα), τότε το σύστηµα µεταβαίνει από ευστάθεια σε αστάθεια ή αντιστρόφως. Εποµένως,
επειδή ο πίνακας Routh δίνει την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το σύστηµα
ευσταθές, δηλαδή να έχει όλους τους πόλους στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο, προφανώς οι
οριακές τιµές του για τις οποίες θα ισχύει το κριτήριο του Routh θα αντιστοιχούν στα
σηµεία τοµής του γεωµετρικού τόπου µε το φανταστικό άξονα.
Επιπλέον, οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου οι οποίες είναι φανταστικές, δηλαδή
είναι της µορφής = ±„& πρέπει να µηδενίζουν και το πραγµατικό και το φανταστικό
µέρος του πολυωνύµου αυτού.
Εν προκειµένω, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος είναι
’(
)=
B
+ (6 + ) +
+5
B
6+
1
5
6 + 0,8
`
0
0
Για την ευστάθεια του συστήµατος πρέπει να ισχύει
Άρα, µας ενδιαφέρει η οριακή τιµή
α) Για
>0
= 0.
= 0 το χαρακτηριστικό πολυώνυµο γίνεται:
( )=
B
+5
+6
Αντικαθιστώντας = „& και µηδενίζοντας το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος
προκύπτουν οι εξισώσεις
−5„ = 0
−„B + 6„ = 0
Κοινή ρίζα των παραπάνω εξισώσεων είναι η „ = 0.
Η ρίζα αυτή βρίσκεται πάνω στον πραγµατικό άξονα. Το 0 είναι πόλος της συνάρτησης
µεταφοράς ( ) του κατευθείαν κλάδου, οπότε µπορεί να αποτελεί µέρος του γεωµετρικού
τόπου και άρα αποτελεί σηµείο τοµής του µε τον φανταστικό άξονα.
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Κανόνας 8: Έλεγχος της συµβατότητας των προηγουµένων κανόνων, θεµελίωση των
πραγµατικών τµηµάτων του γ.τ. και ποιοτική σχεδίαση αυτού.
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, αναφέραµε στον κανόνα 1 ότι το ευθύγραµµο τµήµα επί του
πραγµατικού άξονα από το −1 έως το 0 µπορεί να είναι µέρος του γ.τ.. Το ίδιο
παρατηρήσαµε για το ευθύγραµµο τµήµα από το −3 έως το −2. Παρατηρούµε ότι αυτά είναι
πλήρως συµβατά µε τις γωνίες εκκίνησης και το σηµείο θλάσης. Όντως από το = 0 ο γ.τ.
εκκινεί µε γωνία e, παραµένει επί του άξονος των $ έως το µηδενικό A = −1, και αυτός
είναι ένας κλάδος του γ.τ.. Εν συνεχεία, ο δεύτερος κλάδος εκκινεί από το −2 µε γωνία e,
οπότε εξακολουθεί να παραµένει επί του άξονος των •, µέχρι το σηµείο θλάσης απ’ όπου
εκκινεί τείνοντας να συµπέσει µε µία από τις ασυµπτώτους. Ο τρίτος κλάδος εκκινεί από τον
πόλο B = −3 µε γωνία 2e και παραµένει επί του άξονος των x µέχρι να φτάσει στο σηµείο
θλάσης. Από το σηµείο θλάσης εγκαταλείπει τον πραγµατικό άξονα συµµετρικά ως προς τον
προηγούµενο κλάδο, τείνοντας να συµπέσει µε την άλλη ασύµπτωτο.
Εναλλακτική θεµελίωση των τµηµάτων του πραγµατικού άξονα
Η χαρακτηριστική εξίσωση γράφεται στη µορφή
( )=0⇔− =
1+
1
, ≠ …„†eόg„†
( )
Στο προκείµενο,
− =
( + 2)( + 3)
( + 1)
Ισχύει ότι
− = | |( )S
Α) Για ∈ (−1,0) ισχύει ότι
∈ ℝ, < 0 άρα
= | |( )S
( + 2) ∈ ℝ, + 2 > 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )`
( + 3) ∈ ℝ, + 3 > 0 άρα ( + 3) = | + 3|( )`
( + 1) ∈ ℝ, + 1 > 0 άρα ( + 1) = | + 1|( )`
Άρα, η παραπάνω εξίσωση γίνεται
| |( )S =
| || + 2|| + 3| )(Sˆ`ˆ`=`)
(
| + 1|
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−1,0) ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε
τέτοιο βρίσκω κι ένα για το οποίο ισχύει
| |=
| || + 2|| + 3|
| + 1|
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δεδοµένου ότι έχει εξασφαλιστεί η ισότητα των ορισµάτων. Άρα όλα αυτά τα αποτελούν
µέρος του γ.τ..
Β) Οµοίως, για ∈ (−3, −2) ισχύουν
∈ ℝ, < 0 άρα
= | |( )S
( + 2) ∈ ℝ, + 2 < 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )S
( + 3) ∈ ℝ, + 3 > 0 άρα ( + 3) = | + 3|( )`
( + 1) ∈ ℝ, + 1 < 0 άρα ( + 1) = | + 1|( )S
Άρα,
| |( )S =
| || + 2|| + 3| )(SˆSˆ`=S) | || + 2|| + 3| )S
(
=
(
| + 1|
| + 1|
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−3, −2) ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε
τέτοιο βρίσκω κι ένα για το οποίο ισχύει
| |=
| || + 2|| + 3|
| + 1|
άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ..
Επιβεβαιώνεται πάλι ο γενικός κανόνας: κάθε πόλος της συνάρτησης µεταφοράς του κατ’
ευθείαν κλάδου που βρίσκεται δεξιά του σηµείου που εξετάζουµε, συµβάλει στο συνολικό
όρισµα του X(
)
κατά e, ενώ κάθε µηδενικό κατά – e. Επειδή το συνολικό πλήθος των
µηδενικών και πόλων δεξιά του είναι περιττό, το όρισµα του X( ) θα είναι τελικά 2†e + e ,
γεγονός που εξασφαλίζει την ταυτότητα του προσήµου στα δύο µέλη της (2).
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Παράδειγµα 6
Έστω σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς ευθέως κλάδου
( )=
+4
( + 6)( + 8)( + 2 + 2)
Για να µελετηθεί η συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόχου του σχήµατος 2 και να ευρεθούν
οι πόλοι της, γράφουµε αυτήν στη µορφή
( )=
( )
( )+ ( )
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όπου
( ) = + 4 και
( ) = ( + 6)( + 8)(
+ 2 + 2)
Κανόνας 1: Ο γεωµετρικός τόπος των ριζών θα έχει πέντε κλάδους, διότι η συνάρτηση
µεταφοράς ευθέως κλάδου ( ) έχει πέντε πόλους. Κάθε κλάδος θα ξεκινάει από έναν
αντίστοιχο πόλο και, επειδή η ( ) έχει ένα µηδενικό, ο ένας κλάδος θα περατούται στο
µηδενικό A = −4, ενώ οι άλλοι τέσσερεις κλάδοι θα περατούνται στο ±∞, καθώς → +∞.
Κανόνας 2: Ένας κλάδος ή τµήµα κλάδου του γεωµετρικού τόπου µπορεί να βρίσκεται στον
πραγµατικό άξονα µόνον όταν δεξιά του υπάρχει περιττός αριθµός πόλων και µηδενικών της
( ). Παρατηρούµε ότι το χωρίο του ℂ µε H(3I( ) µεταξύ −1 και 0 έχει δεξιά του τον πόλο
0, άρα το τµήµα του πραγµατικού άξονος από −1 έως 0 είναι υποψήφιο τµήµα του γ.τ.. Θα
θεµελιώσουµε αργότερα ότι είναι. Το ευθύγραµµο τµήµα του πραγµατικού άξονος µε αρχή το
−4 και πέρας το −1 έχει δεξιά του τον πόλο 0, ως και τους συζυγείς µιγαδικούς πόλους
−1 ± &, στο σύνολο 3 πόλους και καθόλου µηδενικά, άρα και αυτό το ευθύγραµµο τµήµα
είναι υποψήφιο τµήµα του γ.τ.. Οµοίως, το τµήµα του πραγµατικού άξονος µεταξύ του πόλου
7 = −8 και 8 = −6 είναι υποψήφιο τµήµα του γ.τ.. Πάλι, θα αποδείξουµε και για τα δύο
αυτά τµήµατα αργότερα ότι όντως είναι.
Κανόνας 3: Επειδή ο βαθµός του παρονοµαστή της ( ) είναι µεγαλύτερος από τον βαθµό
του αριθµητή αυτής κατά 4, υπάρχουν 4 ασύµπτωτοι στο γεωµετρικό τόπο. Το σηµείο τοµής
των ασυµπτώτων µε τον άξονα των $ δίνεται από τον τύπο
KL =
(ά.d•oŽ‹neόg„† ( ) − ά.d•oŽ‹n‹•‘~†omώ† ( ))
.
(egή.•Œeόg„† ( ) − egή.•Œ‹•‘~†omώ† ( ))
Άρα, εν προκειµένω,
KL =
(−8 − 6 + (−1 − &) + (−1 + &) + 0 − (−4))
= −3
(5 − 1)
Κανόνας 4: Εάν 0 είναι ο αριθµός πόλων της ( ) και a είναι αριθµός µηδενικών της , τότε
οι ασύµπτωτοι αναχωρούν από το σηµείο τοµής τους K L κατά γωνίες που δίνονται από τον
τύπο
.NL =
(2d + 1)e
,
0−a
d = 0,1, … , 0 − a − 1
Εν προκειµένω,
S
.`L = 8 , . L =
BS
8
,. L =
7S
8
, .BL =
“S
8
Κανόνας 5: Εντοπισµός του σηµείου θλάσης
Έχουµε σηµείο θλάσης εκεί που έχουµε διπλές ρίζες της υποτιθέµενης συνάρτησης ( ),
διότι από το σηµείο αυτό εκκινούν δύο τουλάχιστον διαφορετικά τµήµατα του γεωµετρικού
τόπου. Εποµένως, για τον υπολογισµό των πιθανών σηµείων θλάσης λύνω την
χαρακτηριστική εξίσωση ως προς . Οπότε, εν προκειµένω λαµβάνω
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=−
( )
=−
( )
7
+ 16
8
+ 78
+ 124
+4
B
+ 96
Η ύπαρξη διπλής ρίζας στο σηµείο θλάσης απαιτεί
−4
u
=0⇒
u
7
− 68 8 −412
− 1060
( + 4)
B
− 992 − 384
= 0 ⇒ y = −7.0679
Είναι προφανές ότι απορρίπτουµε τις µιγαδικές λύσεις γιατί το πρέπει να είναι θετικό
πραγµατικό ή µηδέν και για τις συγκεκριµένες µιγαδικές ρίζες το βγαίνει προφανώς
µιγαδικό. Επιπλέον, το σηµείο θλάσης πρέπει να βρίσκεται πάντα επί του πραγµατικού
άξονα.
Άρα για να είναι το y σηµείο θλάσης, πρέπει να ικανοποιεί τη χαρακτηριστική εξίσωση για
κάποια πραγµατική, µη αρνητική τιµή του .
Εν προκειµένω για το y ισχύει:
1+
(−7.0679) = 0. Η εξίσωση επιλύεται για
= 86.9565.
Άρα όντως το y είναι σηµείο θλάσης.
Κανόνας 6: Γωνία εκκίνησης από τους πόλους και γωνία άφιξης στο µηδενικό
α) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο 0.
Κοντά στον πόλο 0 ισχύει
Αλλά, τότε, για κάθε µιγάδα
Συνεπώς,
= ~, ~ ∈ ℂ όπου |~| πολύ µικρή ποσότητα.
•
≠ 0 ισχύει
•
+ ~ ≅
•
, ενώ προφανώς 0 + ~ = ~.
1
~(~ + 6)(~ + 8)(~ + 1 + &)(~ + 1 − &) 96~
=
≅
( )
~+4
4
Άρα, κοντά στο 0
1
≅ 24~ = − ⇔ 24|~|( )‚([) = ( )S ⇒ ƒ(~) = e + 2de
( )
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
= 0 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία e, δηλαδή προς τα αριστερά.
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −6.
Κοντά στον πόλο −6 ισχύει
= −6 + ~, ~ ∈ ℂ :
(~ − 6)~(~ + 2)(~ − 5 + &)(~ − 5 − &) (−6)(+2)(−5 + &)(−5 − &)
1
|~|( )‚([) =
≅
( )
(~ − 2)
(−2)
Άρα, κοντά στο −6
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1
≅ 6(−5 + &)(−5 − &)|~|( )‚([) = 6 ∙ 26|~|( )‚([) = − = ( )S ⇒ ƒ(~) = e + 2de
( )
= −6 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία e.
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
γ) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −8.
Κοντά στον πόλο −8 ισχύει
= −8 + ~, ~ ∈ ℂ:
(~ − 8)(~ − 2)~(~ − 9 − &)(~ − 9 + &)
1
=
⇒
( )
~−4
(−8)(−2)(−9 − &)(−9 + &)
1
|~|( )‚([) = − ⇒
≅
( )
−4
4(−9 − &)(−9 + &)|~|( )‚([) = 4 ∙ 82|~|( )‚([) =
⇒
ƒ(~) = 0
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
άξονα των $.
B
= −8 o γ.τ. εκκινεί προς τα δεξιά, εφαπτόµενος στον
δ) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −1 − &.
Κοντά στον πόλο −1 − & ισχύει
Αλλά, τότε, για κάθε µιγάδα
συνέπεια
•
= −1 − & + ~, ~ ∈ ℂ όπου |~| πολύ µικρή ποσότητα.
≠ 0 ισχύει
•
+ ~ ≅
•
, ενώ προφανώς 0 + ~ = ~. Κατά
(~ − 1 − &)(~ + 5 − &)(~ + 7 − &)~(~ − 2&)
1
=
⇒
( )
~+3−&
(−1 − &)(5 − &)(7 − &)(−2&)
1
|~|( )‚([) = − ⇒
≅
( )
3−&
Αλλά
–—
−1 − & = ?(−1) + (−1) ·vcos(.) + & /0(.)w ⇒ −1 − & = √2·( ) ˜
οµοίως
5 − & = √26 ∙ ( )(=`,
™“B)
7 − & = √50 ∙ ( )(=`,
8 ™)
S
−2& = 2 ∙ ( )(= ) 3 − & = √10 ∙ ( )(=`,B
και
20
“7)
~ = |~|( )‚([)
Οπότε συνολικά προκύπτει :
2√2 ∙ 50 ∙ 26
√10
7S
|~| ∙ ( )k 8 =`,
S
™“B=`, 8 ™= ˆ`,B
“7ˆ‚([)l
= ( )S ⇒
5e
e
ƒ(~) = e − s − 0,1973 − 0,1419 − + 0,32175t ⇒
4
2
ƒ(~) = 0,8028
Εποµένως, ο γεωµετρικός τόπος εκκινεί από τον πόλο −1 − & µε γωνία 0,8028 ή ισοδυνάµως
κατά προσέγγιση µε γωνία 46 µοιρών.
ε) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −1 + &.
Λόγω της συµµετρίας του γεωµετρικού τόπου στον πραγµατικό άξονα, ο αντίστοιχος κλάδος
αυτού εκκινεί από το πόλο −1 + & µε γωνία −0,8028 ή ισοδυνάµως κατά προσέγγιση µε
γωνία −46 µοιρών.
στ) Γωνία άφιξης στο µηδενικό.
Κοντά στο µηδενικό −4 ισχύει
= −4 − ~, ~ ∈ ℂ. Άρα
(−~ − 4)(−~ + 2)(−~ + 4)(−~ − 3 + &)(−~ − 3 − &) −320
1
=
≅
⇒
−~
−~
( )
320
320 =)‚([)
≅ − ⇔
(
= ( )S ⇒ ƒ(~) = e + 2de
|~|
~
Αυτό σηµαίνει ότι στο µηδενικό A = −4 o γ.τ. αφικνείται µε γωνία e, εφαπτόµενος στον
άξονα των $ , δηλαδή από δεξιά.
Κανόνας 7: Τοµή µε φανταστικό άξονα
Όταν οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης διέρχονται από τον άξονα των p (το φανταστικό
άξονα), τότε το σύστηµα µεταβαίνει από ευστάθεια σε αστάθεια ή αντιστρόφως. Εποµένως,
επειδή ο πίνακας Routh δίνει την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το σύστηµα
ευσταθές, δηλαδή να έχει όλους τους πόλους στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο, προφανώς οι
οριακές τιµές του για τις οποίες θα ισχύει το κριτήριο του Routh θα αντιστοιχούν στα
σηµεία τοµής του γεωµετρικού τόπου µε το φανταστικό άξονα.
Επιπλέον, οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου οι οποίες είναι φανταστικές, δηλαδή
είναι της µορφής = ±„& πρέπει να µηδενίζουν και το πραγµατικό και το φανταστικό
µέρος του πολυωνύµου αυτού.
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Εν προκειµένω, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος είναι
’(
7
8
B
`
)=
7
+ 16
8
+ 78
B
+ 124
1
16
70,25
102,135 − 0,1708
−0,1281 − 220,7955 + 9805
4
+ (96 + ) + 4
78
124
96 + 0,75
4
0
0
96 +
4
0
0
0
0
Για την ευστάθεια του συστήµατος πρέπει να ισχύει
< 597,98
−1766,49 <
< 43,318
ώστε όλα τα στοιχεία της πρώτης στήλης του πίνακα Routh να είναι οµόσηµοι αριθµοί.
Άρα, µας ενδιαφέρουν οι οριακές τιµές
Επειδή έχουµε υποθέσει ότι
α) Για
= 0 και
= 43,318.
> 0 εξετάζουµε µόνο την λύση
= 43,318.
= 43,318 το χαρακτηριστικό πολυώνυµο γίνεται:
( )=
7
+ 16
8
+ 78
B
+ 124
+ 139.468 + 173.872
Αντικαθιστώντας = „& και µηδενίζοντας το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος
16„8 − 124„ + 173.872 = 0
„7 − 78„B + 139.468„ = 0
Κοινή ρίζα των παραπάνω εξισώσεων είναι η „ = ±1,35, όπου ο γεωµετρικός τόπος θα
τέµνει τον φανταστικό άξονα.
β) Πρέπει επίσης να προσέξουµε ότι η συνάρτηση µεταφοράς ευθέως κλάδου έχει πόλο το
µηδέν. Άρα το σηµείο (0,0) είναι σηµείο τοµής µε τον φανταστικό άξονα το οποίον
αντιστοιχεί στο = 0 .
Κανόνας 8: Έλεγχος της συµβατότητας των προηγουµένων κανόνων, θεµελίωση των
πραγµατικών τµηµάτων του γ.τ. και ποιοτική σχεδίαση αυτού.
Θεµελίωση των τµηµάτων του πραγµατικού άξονα
Η χαρακτηριστική εξίσωση γράφεται στη µορφή
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( )=0⇔− =
1+
1
, ≠ …„†eόg„†
( )
Στο προκείµενο,
( ˆš)( ˆ›)( 4 ˆ
− =
( ˆ8)
ˆ )
(6.1)
Ισχύει ότι
− = | |( )S
Α) Για ∈ (−4,0) ισχύει ότι
∈ ℝ, < 0 άρα
= | |( )S
( + 6) ∈ ℝ, + 6 > 0 άρα ( + 6) = | + 6|( )`
( + 8) ∈ ℝ, + 8 > 0 άρα ( + 8) = | + 8|( )`
(
+ 2 + 2) ∈ ℝ,
+ 2 + 2 > 0 άρα (
+ 2 + 2) = |
+ 2 + 2|( )`
( + 4) ∈ ℝ, + 4 > 0 άρα ( + 4) = | + 4|( )`
Άρα, η (6.1) εξίσωση γίνεται
| |( )S =
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2| )(Sˆ`ˆ`ˆ`=`)
(
| + 4|
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−4, 0) ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε
τέτοιο βρίσκω κι ένα για το οποίο ισχύει
| |=
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2|
| + 4|
άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ..
Β) Οµοίως, για ∈ (−8, −6) ισχύουν
∈ ℝ, < 0 άρα
= | |( )S
( + 6) ∈ ℝ, + 6 < 0 άρα ( + 6) = | + 6|( )S
( + 8) ∈ ℝ, + 8 > 0 άρα ( + 8) = | + 8|( )`
(
+ 2 + 2) ∈ ℝ,
+ 2 + 2 > 0 άρα (
+ 2 + 2) = |
( + 4) ∈ ℝ, + 4 < 0 άρα ( + 4) = | + 4|( )S
Άρα,
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+ 2 + 2|( )`
| |( )S =
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2| )(SˆSˆ`ˆ`=S)
(
⇒
| + 4|
| |( )S =
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2| )S
(
| + 4|
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−8, −6) ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε
τέτοιο βρίσκω κι ένα για το οποίο ισχύει
| |=
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2|
| + 4|
άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ..
∆ιαπιστώνουµε ότι ο γενικός κανόνας ισχύει και όταν υπάρχουν µιγαδικά µηδενικά και πόλοι
στην ( ) , δηλαδή, κάθε πόλος της συνάρτησης µεταφοράς του κατ’ ευθείαν κλάδου που
βρίσκεται δεξιά του σηµείου που εξετάζουµε, συµβάλει στο συνολικό όρισµα του X(
)
κατά
e, ενώ κάθε µηδενικό κατά – e. Επειδή το συνολικό πλήθος των µηδενικών και πόλων δεξιά
του είναι περιττό, το όρισµα του X( ) θα είναι τελικά 2†e + e , γεγονός που εξασφαλίζει
την ταυτότητα του προσήµου στα δύο µέλη της (6.1).
Είναι αξιοσηµείωτο ότι εφόσον η ( ) είναι ρητή συνάρτηση πολυωνύµων µε
πραγµατικούς συντελεστές, οι µιγαδικοί πόλοι και τα µιγαδικά µηδενικά της θα είναι
συζυγή ανά δύο. Άρα, ένα τέτοιο ζεύγος συζυγών ριζών δεν αλλάζει την
περιττότητα/αρτιότητα του πλήθους των πόλων και µηδενικών δεξιά του σηµείου που µας
ενδιαφέρει. Εν ολίγοις, για τα πραγµατικά τµήµατα του γεωµετρικού τόπου ριζών,
προσµετρούµε µόνο τους πόλους και µηδενικά της ( ) που κείνται επί του πραγµατικού
άξονος.
Ποιοτική σχεδίαση του γεωµετρικού τόπου
Σε πλήρη συµφωνία µε τα προηγούµενα παρατηρούµε ότι από το = 0 ο γ.τ. εκκινεί µε
γωνία e, παραµένει επί του άξονος των $ έως το µηδενικό A = −4 και αυτός είναι ένας
κλάδος του γ.τ.. Εν συνεχεία, ο δεύτερος κλάδος εκκινεί από το −6 µε γωνία e και
εξακολουθεί να παραµένει επί του άξονος των •, µέχρι το σηµείο θλάσης απ’ όπου εκκινεί
τείνοντας να συµπέσει µε µία από τις ασυµπτώτους. Ο τρίτος κλάδος εκκινεί από τον πόλο
7 = −8 µε γωνία 0 και παραµένει επί του άξονος των • µέχρι να φτάσει στο σηµείο θλάσης.
Από το σηµείο θλάσης εγκαταλείπει τον πραγµατικό άξονα πάντα συµµετρικά µε τον
προηγούµενο κλάδο τείνοντας να συµπέσει µε την άλλη ασύµπτωτο. Από τον µιγαδικό πόλο
−1 − & εκκινεί ένας τέταρτος κλάδος µε γωνία 0,8028 ή ισοδυνάµως µε γωνία 46 µοιρών
και τείνει στην τρίτη ασύµπτωτο. Τέλος, από τον πόλο −1 + &, εκκινεί ο τελευταίος κλάδος
του γεωµετρικού τόπου µε γωνία −46 µοιρών παραµένοντας συµµετρικός του προηγούµενου
γύρω από τον πραγµατικό άξονα και τείνοντας στην τελευταία ασύµπτωτη.
∆ύο κλάδοι πρέπει να τέµνουν τον άξονα των φανταστικών αριθµών στα συζυγή σηµεία (0,
1.35) και (0, -1.35). Οι γωνίες εκκίνησης από τους πόλους και το σηµείο θλάσης, ως και η
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θέση των ασυµπτώτων υποδεικνύουν ότι οι κλάδοι που εκκινούν από τους πόλους τέµνουν το
φανταστικό άξονα και τείνουν στις ασυµπτώτους µε γωνίες π/4 και 7π/4.
Αυτή είναι η µέγιστη πληροφορία που µας προσφέρουν οι παρουσιασθέντες κανόνες.
rlocus_paradeigma6_taxi5.m
Παράδειγµα 7
Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των ριζών του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του κάτωθι
κλειστού βρόχου:
( )
( )
( )
+
_
(
+ 4 + 5)
Σχήµα 3
µε
( )=
( + 2)( + 5)( + 8)(
+ 2 + 5)
Παρατηρούµε ότι αυτή η τοπολογία δεν είναι της µορφής του σχήµατος 2.
Όπως, δε, έχουµε εξαρχής τονίσει, η µεθοδολογία εύρεσης του γεωµετρικού τόπου που
έχουµε παρουσιάσει ως τώρα, ισχύει µόνο, για κλειστούς βρόχους της µορφής του σχήµατος
2. Έχουµε όµως θεµελιώσει στο κεφάλαιο περί τοπολογιών-διαγραµµάτων βαθµίδων ότι από
πλευράς ΣΑΕ η τοπολογία του σχήµατος 3 είναι ισοδύναµη µε την κατωτέρω, διότι και οι δύο
έχουν κοινό χαρακτηριστικό πολυώνυµο, δηλαδή κοινό παρονοµαστή στη συνάρτηση
µεταφοράς.
( )
+
_
( )
( )
Σχήµα 4
µε
( )=
+4 +5
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( )
και
( )=
( )
( )=
( + 4 + 5)
( + 2)( + 5)( + 8)( + 2 + 5)
Ισοδυνάµως, µπορούµε να γράψουµε τη συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόχου του
σχήµατος 3, ως εξής
( )=
1+
=
( )
( )
( )
=
( + 2)( + 5)( + 8)( + 2 + 5)
=
( + 4 + 5)
1+
( + 2)( + 5)( + 8)( + 2 + 5)
( + 2)( + 5)( + 8)(
+ 2 + 5) +
(
+ 4 + 5)
Θέτοντας
( ) = ( + 2)( + 5)( + 8)(
( )= (
+ 2 + 5)
+ 4 + 5)
προκύπτει πάλι ότι πρέπει να µελετήσουµε το γεωµετρικό τόπο ( ) +
ταυτόσηµος µε τη µορφή που προέκυψε από το σχήµα 4.
Για τη µελέτη εφαρµόζουµε τους γνωστούς κανόνες, όπου ( ) =
( )
( )
( ) = 0 που είναι
:
Κανόνας 1: Ο γεωµετρικός τόπος των ριζών θα έχει πέντε κλάδους, διότι η συνάρτηση
µεταφοράς ( ) έχει πέντε πόλους, τους −8, −5, −2, −1 − 2&, −1 + 2&. Κάθε κλάδος θα
ξεκινάει από έναν αντίστοιχο πόλο και, επειδή η ( ) έχει τρία µηδενικά, οι τρεις κλάδοι θα
περατούνται στα µηδενικά A = 0, A = −2 + &, AB = −2 − &, ενώ οι άλλοι δύο κλάδοι θα
περατούνται στο ±∞, καθώς → +∞.
Κανόνας 2: Ένας κλάδος ή ένα τµήµα κλάδου του γεωµετρικού τόπου µπορεί να βρίσκεται
στον πραγµατικό άξονα µόνον όταν δεξιά του υπάρχει περιττός αριθµός πόλων και
µηδενικών της ( ). Τονίζεται ότι, εφόσον τα πολυώνυµα της ( ) έχουν πραγµατικούς
συντελεστές, όταν και όπου έχω συζυγείς ρίζες, αυτές τύποις προσµετρώνται στην
περιττότητα, αλλά κατ’ ουσίαν τις αγνοώ, αφού † περιττός ⇔ † + 2 περιττός. Εποµένως το
χωρίο του ℂ µε H(3I( ) µεταξύ −2 και 0 έχει δεξιά του το µηδενικό 0, άρα το τµήµα του
πραγµατικού άξονα από −2 έως 0 είναι υποψήφιο τµήµα του γ.τ.. Θα θεµελιώσουµε
αργότερα ότι είναι. Το ευθύγραµµο τµήµα του πραγµατικού άξονα µε αρχή το −8 και πέρας
το −5 έχει δεξιά του τους πραγµατικούς πόλους −5 και −2 και το πραγµατικό µηδενικό 0
το σύνολο 3 τρεις πραγµατικούς πόλους είτε µηδενικά, άρα και αυτό το ευθύγραµµο τµήµα
είναι υποψήφιο τµήµα του γ.τ.. Πάλι, θα αποδείξουµε αργότερα ότι είναι.
Κανόνας 3: Επειδή ο βαθµός του παρονοµαστή της ( ) είναι µεγαλύτερος από τον βαθµό
του αριθµητή αυτής κατά 2, υπάρχουν 2 ασύµπτωτοι στο γεωµετρικό τόπο. Το σηµείο τοµής
των ασυµπτώτων µε τον άξονα των $ δίνεται από τον τύπο
KL =
(ά.d•oŽ‹neόg„† ( ) − ά.d•oŽ‹n‹•‘~†omώ† ( ))
.
(egή.•Œeόg„† ( ) − egή.•Œ‹•‘~†omώ† ( ))
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Άρα, εν προκειµένω,
KL =
(−8 − 5 − 2 + (−1 − 2&) + (−1 + 2&) − 0 − (−2 + &) − (−2 − &))
= −6.5.
(5 − 3)
Κανόνας 4: Εάν 0 είναι ο αριθµός πόλων του ( ) και a είναι ο αριθµός των µηδενικών της,
τότε οι ασύµπτωτοι αναχωρούν από το σηµείο τοµής τους K L κατά γωνίες που δίνονται από
τον τύπο
.NL =
(2d + 1)e
,
0−a
d = 0,1, … , 0 − a − 1
Εν προκειµένω,
.`L =
S
, .L =
BS
Κανόνας 5: Εντοπισµός του σηµείου θλάσης
Έχουµε σηµείο θλάσης εκεί που έχουµε διπλές ρίζες της υποτιθέµενης συνάρτησης ( ),
διότι από το σηµείο αυτό εκκινούν δύο τουλάχιστον διαφορετικά τµήµατα του γεωµετρικού
τόπου. Εποµένως, για τον υπολογισµό του σηµείου θλάσης λύνω τη χαρακτηριστική εξίσωση
ως προς . Οπότε, εν προκειµένω λαµβάνω
=−
( + 2)( + 5)( + 8)( + 2 + 5)
( + 4 + 5)
Η ύπαρξη διπλής ρίζας στο σηµείο θλάσης απαιτεί
u
2
=0⇒
u
“
+ 29 š +156
7
+ 372
v (
8
+ 30
B
− 1725
+ 4 + 5)w
− 3200 − 2000
=0⇒
œy = −6,4611
œy = 2,0849
œyB = −2,6955
Είναι προφανές ότι απορρίπτουµε τις µιγαδικές λύσεις γιατί το είναι θετικό πραγµατικό ή
µηδέν και για τις συγκεκριµένες µιγαδικές ρίζες το βγαίνει µιγαδικό. Επιπλέον, το σηµείο
θλάσης πρέπει να βρίσκεται πάντα επί του πραγµατικού άξονα.
Για να είναι κάποιο εκ των œy , œy , œyB σηµείο θλάσης, πρέπει να ικανοποιεί την
χαρακτηριστική εξίσωση για κάποια πραγµατική, µη αρνητική τιµή του . Εν προκειµένω
για το •žŸ:
1+
(−6,4611) = 0. Η εξίσωση επιλύεται για
= 2,5123
Άρα όντως το œy είναι σηµείο θλάσης και έστω αυτό y
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για το •ž :
1+
(2,0849) = 0. Η εξίσωση επιλύεται για
= −106,9867
< 0.
Άρα το œy δεν είναι σηµείο θλάσης διότι
για το •ž¡:
1+
B
(−2,6955) = 0. Η εξίσωση επιλύεται για
Άρα το œyB δεν είναι σηµείο θλάσης διότι
B
B
= −14,6144
< 0.
Κανόνας 6: Γωνία εκκίνησης από τους πόλους και γωνία άφιξης στα µηδενικά
α) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο − .
Κοντά στον πόλο −2 ισχύει
= −2 + ~, ~ ∈ ¢, όπου |ε| πολύ µικρή ποσότητα. Συνεπώς
1
~(~ + 3)(~ + 6)(~ − 1 − &)(~ − 1 + &) (+3)(+6)(−1 − &)(−1 + &)
|~|( )‚([) ⇒
=
≅
( )
(~ − 2)(~ − &)(~ + &)
(−2)(−&)(+&)
(−9)
Άρα, κοντά στο −2
(−1 − &)(−1 + &)
|~|( )‚([) = −
1
9(−1 − &)(−1 + &)|~|( )‚([) =
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
⇒ ƒ(~)
= −2 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία 0.
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −£.
Κοντά στον πόλο −5 ισχύει
= −5 + ~, ~ ∈ ¢ , όπου |ε| πολύ µικρή ποσότητα
(~ − 3)~(~ + 3)(~ − 8~ + 20) −180~
1
=
≅
‘oό…o|~| → 0
(~ − 5)(~ − 6~ + 10)
( )
−50
Άρα, κοντά στο −5
1
18
18
|~|( )‚([) = ( )S ⇒ ƒ(~) = e + 2de
≅
~=− ⇔
( )
5
5
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
= −5 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία e.
γ) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −¤.
Κοντά στον πόλο −8 ισχύει
= −8 + ~, ~ ∈ ¢, όπου |ε| πολύ µικρή ποσότητα
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(~ − 6)(~ − 3)~(~ − 14~ + 53) 954~
1
=
≅
‘oό…o|~| → 0
(~ − 8)(~ − 12~ + 37)
( )
−296
Άρα, κοντά στο −8
1
954
954
|~|( )‚([) = ( )
≅−
~=− ⇔
( )
296
296
B
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
άξονα των x.
S
⇒ ƒ(~) = 0
= −8 o γ.τ. εκκινεί προς τα δεξιά, εφαπτόµενος στον
δ) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −Ÿ + ¥.
Κοντά στον πόλο −1 + 2& ισχύει
Άρα
διότι |~|πολύ κοντά στο µηδέν.
= −1 + 2& + ~, ~ ∈ ¢ , όπου |ε| πολύ µικρή ποσότητα.
1
≅ 29,12|~|( )(=`.š8™`ˆ‚([)) ( )
Άρα, κοντά στο −1 + 2&
29,12|~|( )(=`.š8™`ˆ‚([)) = − = ( )S ⇒
ƒ(~) = e + 0,6490 + 2de = 3,7906 + 2de
8
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
217,184°.
= −1 + 2& o κλάδος του γ.τ. εκκινεί µε γωνία περίπου
ε) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −Ÿ − ¥.
Λόγω συµµετρίας του γεωµετρικού τόπου ριζών περί τον πραγµατικό άξονα, από τον πόλο
7 = −1 − 2& o αντίστοιχος κλάδος του γ.τ. εκκινεί µε γωνία περίπου -217,184° .
Σηµειωτέον ότι λόγω της συµµετρίας, δεν απαιτείται να γίνει ο υπολογισµός της γωνίας
εκκίνησης και από τους δύο πόλους. Προτείνεται, όµως, αυτό να γίνεται, ει δυνατόν, για
λόγους επιβεβαίωσης.
στ) Γωνία άφιξης στα µηδενικά
Κοντά στο µηδενικό G ισχύει
= −~, ~ ∈ ¢:
(−~ + 2)(−~ + 5)(−~ + 8)(~ − 2~ + 5) 400
1
=
≅
‘oό…o|~| → 0
( )
−~(~ − 4~ + 5)
−5~
1
80
80 =)‚([)
≅ − = − ⇔
(
= ( )` ⇒ ƒ(~) = 0
|~|
( )
~
Αυτό σηµαίνει ότι στο µηδενικό A = 0 o γ.τ. αφικνείται µε γωνία 0, εφαπτόµενος στον
άξονα των x.
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Κοντά στο µηδενικό – + ¥ ισχύει
= −~ − 2 + &, ~ ∈ ¢
(−~ + &)(−~ + 3 + &)(−~ + & + 6)(−~ − & − 1)(−~ + 3& − 1)
1
=
⇒
( )
(−~ − 2 + &)(−~)(−~ + 2&)
(+&)(+3 + &)(+& + 6)(−& − 1)(+3& − 1) 19,23( )(=
1
≅
≅
( )
(−2 + &)(−~)(+2&)
−~
.` )
‘oό…o|~| → 0, όe•¦
Άρα κοντά στο σηµείο -2 +j
1
19,23( )(=
≅−
( )
~
.` )
=− ⇔
19,23( )(=
|~|
.` )
( =)‚([) = ( )` ⇔
ƒ(~) = −2.01
Αυτό σηµαίνει ότι στο µηδενικό A = −2 + & ,o γ.τ. αφικνείται µε γωνία περίπου −115,16
µοιρών.
Κοντά στο µηδενικό – − ¥ ισχύει
1
19,23( )(
≅−
( )
~
.` )
= −~ − 2 − &, ~ ∈ ¢:
=− ⇒
19,23( )(
|~|
.` )
( =)‚([) = ( )` ⇔
ƒ(~) = +2.01
Αυτό σηµαίνει ότι στο µηδενικό A = −2 − & ,o γ.τ. αφικνείται µε γωνία περίπου 115,16
µοιρών . Παρατηρούµε ότι το αποτέλεσµα επιβεβαιώνει τη συµµετρία του γεωµετρικού
τόπου γύρω απ’ τον πραγµατικό άξονα.
Κανόνας 7: Τοµή µε φανταστικό άξονα
Στο σηµείο αυτό διευκολύνει σηµαντικά την διαδικασία η παρατήρηση ότι το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο
’(
’(
)=
) = ( + 2)( + 5)( + 8)(
7
+ 17
8
+ (101 + )
B
+ 2 + 5) + + (287 + 4 )
(
+ 4 + 5) ⇔
+ (490 + 5 ) + 400 = 0
εµφανίζει το κέρδος στους συντελεστές των B , και . Εποµένως, αναµένει κανείς ότι ο
εντοπισµός του µέσω του κριτηρίου Routh θα είναι ιδιαιτέρως κοπιαστικός όπως θα
διαφανεί και στο παράδειγµα 8. Είναι συνεπώς καλύτερο να επιχειρήσει κανείς να θέσει
= „& , „ ∈ ℝ ,οπότε λαµβάνει:
’ („&)
= „7 & + 17„8 − (101 + )„B & − (287 + 4 )„ + (490 + 5 )„& + 400 = 0 ⇔
17„8 − (287 + 4 )„ + 400 = 0
(Ε7.1)
„7 − (101 + )„B + (490 + 5 )„ = 0
(Ε7.2)
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Η εξίσωση (Ε7.1) που αφορά το πραγµατικό µέρος, έχει διακρίνουσα
< = (287 + 4 ) − 4·17·400,
η οποία πρέπει να ικανοποιεί την ανίσωση < ≥ 0 , ως αναγκαία συνθήκη ώστε το „ να είναι
πραγµατικό. Αυτό συνεπάγεται ότι
≥ −30.52. (υπενθυµίζεται ότι έχουµε υποθέσει ότι
≥ 0 ).
Οµοίως, η εξίσωση (Ε7.2) που αφορά το φανταστικό µέρος και αν προς στιγµήν υποθέσουµε
ότι „ ≠ 0, έχει διακρίνουσα ,
< = (101 + ) − 4(490 + 5 ),
η οποία επίσης πρέπει να ικανοποιεί την ανίσωση < ≥ 0 , ως αναγκαία συνθήκη ώστε το „
να είναι πραγµατικό. Αυτό συνεπάγεται ότι
≥ −84,67.
Εποµένως, όσον αφορά τις διακρίνουσες και τον αρχικό περιορισµό του , το κοινό πεδίο
συναλήθευσης απαιτεί
0≤
Στο σηµείο αυτό πολλαπλασιάζουµε την (Ε7.2) µε −17 αφού απλοποιήσουµε το „,
υποθέτοντας „ ≠ 0 , και προσθέτουµε το αποτέλεσµα στην (Ε7.1). Κατ’ αυτόν τον τρόπο, το
„8 απλοποιείται και προκύπτει η εξίσωση:
(13 + 1430)„ − (85 + 7930) = 0 ⇔
„ =
85 + 7930
,
13 + 1430
≥0
Αντικαθιστώντας αυτή την τιµή του „ στην απλοποιηµένη (Ε7.2) λαµβάνουµε
85 + 7930
85 + 7930
s
t − (101 + )
+ (490 + 5 ) = 0 ⇔
13 + 1430
13 + 1430
(85 + 7930) − (101 + )(85 + 7930)(13 + 1430) + (490 + 5 )(13 + 1430) = 0 ⇔
−260
B
− 60310
− 4237740 – 80444000 = 0
Η εξίσωση αυτή δίνει δύο µιγαδικές ρίζες και µια πραγµατική αρνητική την
= −0.30
Κατά συνέπεια , και µε δεδοµένο ότι το πρέπει να είναι θετικό ή µηδέν διαπιστώνουµε ότι
δεν υπάρχει τοµή του γεωµετρικού τόπου µε τον φανταστικό άξονα.
Εν τούτοις, απλή παρατήρηση δείχνει ότι το ζεύγος „ = 0 και
χαρακτηριστική εξίσωση, αφού
’ („&)
= +∞ ικανοποιεί τη
= „7 & + 17„8 − (101 + )„B & − (287 + 4 )„ + (490 + 5 )„& + 400 = 0 ⇔
„7 & + 17„8 + 400
−
(101 + )„B &
−
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(287 + 4 )„
+
(490 + 5 )„&
=0
Παρατηρούµε ότι του → ∞ το πρώτο κλάσµα τείνει στο µηδέν το δεύτερο στο −„B & το
τρίτο στο −4„ και το τέταρτο στο 5„&. Συνεπώς η εξίσωση έχει πλέον ως εξής:
−„B & − 4„ + 5„& = 0
από όπου προφανώς καταδεικνύεται ότι το „ = 0 είναι όντως λύση της χαρακτηριστικής
εξίσωσης του → ∞, δηλαδή ο γεωµετρικός τόπος θα συναντά το φανταστικό άξονα στο
σηµείο (0,0).
Κανόνας 8: Έλεγχος της συµβατότητας των προηγουµένων κανόνων, θεµελίωση των
πραγµατικών τµηµάτων του γ.τ. και ποιοτική σχεδίαση αυτού.
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, αναφέραµε στον κανόνα 1 ότι το ευθύγραµµο τµήµα επί του
πραγµατικού άξονα από το −2 έως το 0 µπορεί να είναι µέρος του γ.τ.. Το ίδιο
παρατηρήσαµε για το ευθύγραµµο τµήµα από το −8 έως το −5 .Παρατηρούµε ότι αυτά είναι
πλήρως συµβατά µε τις γωνίες εκκίνησης και το σηµείο θλάσης. Θα θεµελιώσουµε, µε χρήση
των ορισµάτων των µιγάδων, ότι αυτά τα διαστήµατα είναι πράγµατι τµήµατα του γ.τ. Όντως,
Α) Για ∈ (−2,0) ισχύει ότι
( + 2) ∈ ℝ, + 2 > 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )`
( + 5) ∈ ℝ, + 5 > 0 άρα ( + 5) = | + 5|( )`
( + 8) ∈ ℝ, + 8 > 0 άρα ( + 8) = | + 8|( )`
∈ ℝ, < 0 άρα
(
(
+ 2 + 5) ∈ ℝ,
+ 4 + 5) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 άρα (
= | |( )S
+ 2 + 5) = |
+ 4 + 5 > 0 άρα ( + 4 + 5) = |
µιγαδικές ρίζες
+ 2 + 5|( )`
+ 4 + 5|( )` , επειδή έχει
Άρα, η εξίσωση
( )
1
=− =−
( )
( )
γίνεται
| |( )S =
| + 2|| + 5|| + 8|| + 2 + 5| )(`ˆ`ˆ`ˆ`=S=`)
(
| + 4 + 5|| |
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−2,0) ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε
τέτοιο βρίσκω κι ένα για το οποίο ισχύει
| |=
| + 2|| + 5|| + 8|| + 2 + 5|
| + 4 + 5|| |
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δεδοµένου ότι η ισότητα των ορισµάτων έχει εξασφαλιστεί. Άρα όλα αυτά τα αποτελούν
µέρος του γ.τ..
Β) Οµοίως, για ∈ (−8, −5) ισχύουν
( + 2) ∈ ℝ, + 2 < 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )S
( + 5) ∈ ℝ, + 5 < 0 άρα ( + 5) = | + 5|( )S
( + 8) ∈ ℝ, + 8 > 0 άρα ( + 8) = | + 8|( )`
(
+ 2 + 5) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 άρα (
∈ ℝ, < 0 άρα
(
+ 4 + 5) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 άρα (
+ 2 + 5) = |
+ 2 + 5|( )`
= | |( )S
+ 4 + 5) = |
+ 4 + 5|( )`
Άρα,
| |( )S =
| + 2|| + 5|| + 8|| + 2 + 5| )(SˆSˆ`ˆ`=S=`)
(
⇒
| + 4 + 5|| |
| |( )S =
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2| )S
(
| + 4|
Παρατηρούµε εκ νέου ότι, το γεγονός πως έχουµε περιττό αριθµό πόλων και µηδενικών της
( ) δεξιά ενός σηµείου του πραγµατικού άξονα, µας εξασφαλίζει την ισότητα των
µιγαδικών ορισµάτων στην εξίσωση
X( )
= − .Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−8, −5)
ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε τέτοιο βρίσκω κι ένα
ισχύει
| |=
για το οποίο
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2|
| + 4|
συνεπώς όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ..
Ποιοτική σχεδίαση του γεωµετρικού τόπου
Σύµφωνα µε όλα τα ανωτέρω, από το = −2 ο γ.τ. εκκινεί µε γωνία 0, παραµένει επί του
άξονος των • µέχρι το µηδενικό A = 0 της ( ), αφού στο διάστηµα (−2,0) δεν υπάρχει
σηµείο θλάσης. Άρα το διάστηµα [−2,0] είναι ένας κλάδος του γ.τ., που εκκινεί από πόλο
και καταλήγει σε µηδενικό της ( ). Εν συνεχεία, ο δεύτερος κλάδος εκκινεί από το
=
−5 µε γωνία e, και εξακολουθεί να παραµένει επί του άξονος των •, µέχρι το σηµείο θλάσης
y = (−6,4611,0) απ’ όπου εκκινεί, τείνοντας να συµπέσει προς τις ασυµπτώτους. Ο τρίτος
κλάδος εκκινεί από τον πόλο B = −8 µε γωνία 0 και παραµένει επί του άξονος των • µέχρι
να φτάσει στο σηµείο θλάσης. Από το σηµείο θλάσης εγκαταλείπει τον πραγµατικό άξονα
τείνοντας να συµπέσει µε την άλλη ασύµπτωτο, συµµετρικά του προηγούµενου κλάδου γύρω
από τον πραγµατικό άξονα. Από τον µιγαδικό πόλο 8 = −1 − 2& ένας τέταρτος κλάδος του
γεωµετρικού τόπου ριζών εκκινεί µε γωνία −217,184 µοιρών και περατούται στο µηδενικό
της ( ) A = −2 − & µε γωνία 115,16 µοιρών. Τέλος, από τον πόλο 7 = −1 + 2& , εκκινεί
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ο τελευταίος κλάδος του γεωµετρικού τόπου µε γωνία 217,184, και περατούται στο µηδενικό
της ( ) AB = −2 + & µε γωνία −115,16 µοιρών.
Σηµειωτέον ότι το µοναδικό σηµείο τοµής µε το φανταστικό άξονα είναι το (0,0), το οποίο
προκύπτει όταν → ∞
rlocus_paradeigma7_taxi5.m
Παράδειγµα 8
Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος ριζών του κάτωθι διαγράµµατος βαθµίδων :
¬1( )
( ) +
+ +
( )
-
( )
( )
ª( )
+
+
¬2( )
Σχήµα 5
Όπου
( ) =
( )=
+ 24 + 145
1
( − 2)( − 1)( + 7)
ª( ) = ( + 2)
Θα µελετήσουµε την ανωτέρω τοπολογία, µε χρήση της αρχής της επαλληλίας. Πράγµατι όλα
τα εµπλεκόµενα συστήµατα είναι γραµµικά (και χρονικά αναλλοίωτα), άρα την συνολική
απόκριση του συστήµατος του σχήµατος 5, µπορώ να την προσδιορίσω ως άθροισµα των
κάτωθι τριών αποκρίσεων:
Α) Της απόκρισης ( ) , η οποία προκύπτει όταν θέσουµε στο σύστηµα του σχήµατος 5
είσοδο την «( ) , ενώ ταυτόχρονα θέτουµε ¬1( ) = ¬2( ) = 0.
Β) Της απόκρισης ( ) , η οποία προκύπτει όταν θέσουµε στο σύστηµα του σχήµατος 5
είσοδο την ¬1( ) , ενώ ταυτόχρονα θέτουµε ( ) = ¬2( ) = 0.
Γ) Της απόκρισης B ( ) , η οποία προκύπτει όταν θέσουµε στο σύστηµα του σχήµατος 5
είσοδο την ¬2( ) , ενώ ταυτόχρονα θέτουµε ( ) = ¬1( ) = 0.
Ακολουθεί διεξοδική ανάλυση των τριών προαναφερθεισών περιπτώσεων:
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Α) Στην περίπτωση αυτή, το ισοδύναµο του σχήµατος 5 διάγραµµα βαθµίδων γίνεται ως
εξής:
( )
( )
+-
( )
(
)
ª( )
Σχήµα 6
Στο ανωτέρω διάγραµµα η συνάρτηση µεταφοράς του κατ’ ευθείαν κλάδου είναι η
( )
( ) =
+ 24 + 145)( − 2)( − 1)( + 7)
(
Αυτή του κλάδου ανάδρασης είναι η
ª( ) = ( + 2) ,
Οπότε η συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόγχου είναι η
( )=
( ) ( )
=
1 + ª( ) ( ) ( )
(
+ 24 + 145)( − 2)( − 1)( + 7) +
( + 2)
Εποµένως :
( )= ( )
( ) = (
+ 24 + 145)( − 2)( − 1)( + 7) +
( + 2)
( ).
Β) Στην περίπτωση αυτή, το ισοδύναµο του σχήµατος 5 διάγραµµα βαθµίδων γίνεται ως
εξής:
¬1( )
( )
+
(
)
+
( )
-
ª( )
Σχήµα 7
Στο ανωτέρω διάγραµµα η συνάρτηση µεταφοράς του κατ’ ευθείαν κλάδου είναι η
ενώ η συνάρτηση µεταφοράς του κλάδου ανάδρασης είναι η :
−ª( )
( ) = −
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( + 2) ,
+ 24 + 145
( ),
Όπου το πρόσηµο ‘-’ υπεισέρχεται επειδή στην διάταξη παραµένει ο αφαιρέτης του σχήµατος
5.
Επειδή τώρα η ανάδραση είναι θετική, η συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόγχου είναι η
( )=
1+
( )
( )ª( )
( ) =
1−
( )
( )v−ª( )
( )w
=
1
( − 2)( − 1)( + 7)
=
⇔
( + 2)
1
( )
1 +
( − 2)( − 1)( + 7)
+ 24 + 145
+ 24 + 145
( − 2)( − 1)( + 7)( + 24 + 145) + ( + 2)
Παρατηρούµε ότι οι ( ) και ( )έχουν κοινό παρονοµαστή, όπως έχει ήδη αναλυθεί στο
κεφάλαιο περί διαγραµµάτων βαθµίδων.
Εποµένως, η απόκριση του Γ.Χ.Α συστήµατος του σχήµατος 7 είναι η
( ) = ¬1( )
( ) =
+ 24 + 145
¬1( )
( − 2)( − 1)( + 7)( + 24 + 145) + ( + 2)
Γ) Στην περίπτωση αυτή, το ισοδύναµο του σχήµατος 5 διάγραµµα βαθµίδων γίνεται ως
εξής:
¬2( )
+
+
-
( )
( )
B (
)
ª( )
Σχήµα 8
Στο ανωτέρω διάγραµµα η συνάρτηση µεταφοράς του κατ’ ευθείαν κλάδου είναι η
− ( ) ( ),
Όπου το πρόσηµο ‘-’ υπεισέρχεται επειδή στην διάταξη παραµένει ο αφαιρέτης του
σχήµατος 5.
Η συνάρτηση µεταφοράς του κλάδου ανάδρασης είναι η ª( ).
Επειδή πάλι η ανάδραση είναι θετική η συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόγχου είναι η
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B(
) = −
Εποµένως η απόκριση
B(
)=
B(
B(
( ) ( )
( ) ( )
= −
1 − ª( )(− ( ) ( ))
1 + ª( ) ( ) ( )
) γίνεται:
)¬2( ) = −
(
+ 24 + 145)( − 2)( − 1)( + 7) +
Παρατηρούµε πάλι ότι ο παρονοµαστής της
B(
) είναι ίδιος µε αυτόν των
( + 2)
( ) και
¬2( ).
( ).
Συνεπώς, η συνολική απόκριση του συστήµατος του σχήµατος 5 είναι η
( )=
( ) +
( ) + B ( ) =
v ( ) − ¬2( )w + ( + 22 + 145)¬1( )
.
+ 24 + 145)( − 2)( − 1)( + 7) + ( + 2)
(
Επαναλαµβάνουµε για σαφήνεια και καλύτερη κατανόηση το πρόβληµα της εύρεσης του
γεωµετρικού τόπου ριζών: το ανωτέρω σύστηµα έχει ένα πηλίκο πολυωνύµων που υπέχει το
ρόλο συνάρτησης µεταφοράς. Ο παρανοµαστής αυτής της συνάρτησης είναι ο
’(
) = ( − 2)( − 1)( + 7)(
+ 24 + 145) +
( + 2)
Οπότε αν δηµιουργήσουµε την λεγόµενη και χαρακτηριστική εξίσωση
’(
) = 0 ⇔ ( − 2)( − 1)( + 7)(
+ 24 + 145) +
( + 2) = 0
τότε για κάθε βρίσκω µία πεντάδα λύσεων ∈ ℂ , διότι το ’ ( ) είναι πολυώνυµο πέµπτου
βαθµού. Το σύνολο αυτών των πεντάδων για όλα τα ∈ [0, +∞) σχηµατίζουν τον
γεωµετρικό τόπο των ριζών στο µιγαδικό επίπεδο. Έχουµε παρουσιάσει την γνωστή πλέον
µεθοδολογία για την εύρεση πολλών σηµαντικών χαρακτηριστικών αυτού του γεωµετρικού
τόπου, µεθοδολογία η οποία ισχύει για τοπολογίες του σχήµατος 2. Άρα, εάν θεωρήσουµε
την τοπολογία του κάτωθι σχήµατος
( )
+
( )
( )
_
Σχήµα 9
µε συνάρτηση µεταφοράς
( )=
( + 2)
,
( − 2)( − 1)( + 7)( + 24 + 145)
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τότε η αντίστοιχη συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόχου έχει το ίδιο χαρακτηριστικό
πολυώνυµο ’ ( ). Εποµένως θα µελετήσουµε τον γεωµετρικό τόπο ριζών της αρχικής
τοπολογίας, στην τοπολογία του σχήµατος 9.
Γενικά, η µελέτη του γεωµετρικού τόπου ριζών της εξίσωσης
( )+
( )=0
όπου ( ) και ( ) είναι πολυώνυµα πρώτα µεταξύ τους µε πραγµατικούς συντελεστές,
µε βαθµό του ( ) µεγαλύτερο του βαθµού του ( ) είναι ισοδύναµη µε τη µελέτη της
τοπολογίας κλειστού βρόχου του σχήµατος 9, όπου
( )=
( )
( )
Θέλουµε, εν τούτοις, να τονίσουµε ότι η µελέτη του γεωµετρικού τόπου των ριζών της
πολυωνυµικής εξίσωσης ( ) + ( ) = 0 µε ελεύθερη παράµετρο το , έχει σηµαντική
αξία και πέραν του χώρου των Σ.Α.Ε.
Όντως σε αυτή την τοπολογία η συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόγχου είναι η :
( )
( )=
=
1+ ( )
( )
( )
( )
=
( )
( )+ ( )
1+ s
t
( )
Εν προκειµένω:
( ) = ( + 2) ⇔ -( ) = + 2 ( ) = ( − 2)( − 1)( + 7)( + 24 + 145) ⇔
( )=
7
+ 28
8
+ 222
B
+ 138
− 2419 + 2030
όπου τα µηδενικά της ( ) είναι τα ®−2,0¯ ,ενώ οι αντίστοιχοι πόλοι είναι οι
®−7,1,2, −12 + &, −12 − &¯.
Τώρα η ανάλυση του γεωµετρικού τόπου γίνεται ως εξής:
Κανόνας 1: Ο γεωµετρικός τόπος των ριζών θα έχει πέντε κλάδους, διότι η συνάρτηση
µεταφοράς ( ) έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο πέµπτου βαθµού και άρα έχει πέντε
πόλους. Κάθε κλάδος θα ξεκινάει από έναν αντίστοιχο πόλο και, επειδή η ( ) έχει δύο
µηδενικά (το 0 και το −2) δύο κλάδοι θα περατούνται στα µηδενικά A = 0 και A = −2, ενώ
οι άλλοι τρεις κλάδοι θα τείνουν σε ασυµπτώτους καθώς το → +∞.
Κανόνας 2: Ένας κλάδος ή τµήµα κλάδου του γεωµετρικού τόπου µπορεί να βρίσκεται στον
πραγµατικό άξονα µόνον όταν δεξιά του υπάρχει περιττός αριθµός πόλων και µηδενικών,
επειδή στον παρόν πρόβληµα θεωρούµε ότι E > 0. ∆ιατάσσουµε τις ρίζες και τα µηδενικά
που βρίσκονται επί του πραγµατικού άξονα. Υπενθυµίζουµε ότι, εφόσον τα πολυώνυµα της
( ) έχουν πραγµατικούς συντελεστές, όταν και όπου έχω συζυγείς µιγαδικές ρίζες, αυτές
τύποις προσµετρώνται στην περιττότητα, αλλά κατ’ ουσίαν τις αγνοώ, αφού x περιττός ⇔
x+2 περιττός. Εποµένως, εξετάζουµε την ακολουθία πραγµατικών αριθµών
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®−7, −2,0,1,2¯και παρατηρούµε ότι τα χωρία του ℂ µε H(3I( ) µεταξύ 1 και 2 αφ’ ενός,
µεταξύ −2 και 0 αφετέρου και µικρότερο του −7 κατά τρίτο λόγο, έχουν δεξιά περιττό
αριθµό πόλων και µηδενικών της ( ) . Άρα αυτά τα τµήµατα επί του πραγµατικού άξονα,
είναι υποψήφια τµήµατα του γεωµετρικού τόπου. Θα θεµελιώσουµε αργότερα ότι όντως
είναι.
Κανόνας 3: Επειδή ο βαθµός του παρονοµαστή του ( ) είναι µεγαλύτερος από το βαθµό
του αριθµητή του ( )κατά τρία, υπάρχουν τρείς ασύµπτωτοι στο γεωµετρικό τόπο. Το
σηµείο τοµής των ασυµπτώτων µε τον άξονα των $ δίνεται από τον τύπο
KL =
(ά.d•oŽ‹neόg„†…•Œ ( ) − ά.d•oŽ‹n‹•‘~†omώ†…•Œ ( ))
.
(egή.•Œeόg„†…•Œ ( ) − egή.•Œ‹•‘~†omώ†…•Œ ( ))
Άρα, εν προκειµένω,
KL =
(2 + 1 + (−12 − &) + (−12 + &) − 7) − (0 − 2)
26
=−
(5 − 2)
3
Κανόνας 4: Εάν 0 είναι ο αριθµός πόλων της ( ) και a είναι ο αριθµός µηδενικών της
( ), τότε οι ασύµπτωτοι αναχωρούν από το σηµείο τοµής τους (K L , 0) κατά γωνίες που
δίνονται από τον τύπο
.NL =
(2d + 1)e
,
0−a
d = 0,1, … , 0 − a − 1.
Εν προκειµένω,
.NL =
(2d + 1)e
,d = 0,1,2
3
Άρα
S
.`L = B , . L = e, . L =
7S
.
B
Κανόνας 5: Εντοπισµός του σηµείου θλάσης
Έχουµε σηµείο θλάσης εκεί όπου έχουµε διπλές ρίζες της υποτιθέµενης συνάρτησης ( ),
διότι από το σηµείο αυτό εκκινούν δύο τουλάχιστον διαφορετικά τµήµατα του γεωµετρικού
τόπου. Υπενθυµίζεται πάλι ότι αν θεωρήσουµε πως πλησιάζουµε το σηµείο θλάσης από την
πλευρά που βρίσκονται οι δύο κλάδοι θα έχουµε δυο συζυγείς ρίζες για κάθε επειδή ο γ.τ.
είναι συµµετρικός. Φθάνοντας στο σηµείο θλάσης, οι δύο συζυγείς ρίζες εκφυλίζονται σε
µία διπλή για το συγκεκριµένο . Εποµένως, για τον υπολογισµό του σηµείου θλάσης λύνω
τη χαρακτηριστική εξίσωση ως προς . Οπότε, εν προκειµένω λαµβάνω
=−
( − 2)( − 1)( + 7)( + 24 + 145)
( + 2)
Η ύπαρξη διπλής ρίζας στο σηµείο θλάσης απαιτεί
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°
°
=
±
u
=0⇔
u
k( −2)( −1)( +7)v 2 +24 +145wl ( ˆ )=( ( ˆ ))± ( −2)( −1)( +7)v 2 +24 +145w
v ( ˆ )w
u
3
=
u
š
+ 64
7
+ 390
8
4
+ 888 B + 2695
( ( + 2))
− 4060 – 4060
⇔
=0⇒
œy = −11,91,œy = −8,62, œyB = −0,72, œy8 = 1,41
(οι ρίζες υπολογίζονται στο MATLAB µε την εντολή roots([ 3 64 390 888 2695 -4060 4060]) όπου µέσα στην αγκύλη είναι διατεταγµένοι προς τα κάτω οι συντελεστές του
πολυωνύµου, του οποίου τις ρίζες επιθυµώ).
Είναι προφανές ότι απορρίπτουµε τις µιγαδικές λύσεις γιατί το είναι ή µηδέν πραγµατικό
και για τις συγκεκριµένες µιγαδικές ρίζες το βγαίνει µιγαδικό. Επιπλέον, το σηµείο θλάσης
πρέπει να βρίσκεται πάντα επί του πραγµατικού άξονος.
Εποµένως για να είναι κάποιο από τα προηγούµενα πιθανά σηµεία θλάσης œy ,œy ,
œyB , œy8, όντως σηµείο θλάσης πρέπει να ικανοποιεί την χαρακτηριστική εξίσωση
( ) + ( ) = 0 για κάποια πραγµατική, µη αρνητική τιµή του . Εν προκειµένω
Για το •žŸ:
1 + (−11,91) = 0.⇔ Η εξίσωση επιλύεται για
σηµείο θλάσης και το ονοµάζουµε y .
Για το •ž :
1 + (−8,62) = 0.⇔ Η εξίσωση επιλύεται για
σηµείο θλάσης και το ονοµάζουµε y .
Για το •ž¡:
1 + (−0,72) = 0. ⇔ Η εξίσωση επιλύεται για
σηµείο θλάσης και το ονοµάζουµε yB .
Για το •ž²:
1 + (1,41) = 0. ⇔ Η εξίσωση επιλύεται για
σηµείο θλάσης και το ονοµάζουµε y8 .
= 7,53. Άρα όντως το œy είναι
= 36,04 . Άρα όντως το œy είναι
= 4088,16. Άρα όντως το œyB είναι
= 76,51. Άρα όντως το œy8 είναι
Κανόνας 6: Γωνία εκκίνησης από τους πόλους και γωνία άφιξης στο µηδενικό
α) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −7
Κοντά στον πόλο −7 θέτουµε
µικρό. Συνεπώς προκύπτει:
= −7 + ~, ~ ∈ ℂ, όπου ως συνήθως θεωρούµε το |~| πολύ
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(~ − 9)(~ − 8)~(~ + 5 + &)(~ + 5 − &) 72·26·~
1
=
≅
‘oό…o|~| → 0
(~ − 7)(~ − 5)
( )
35
Άρα, κοντά στο −7 ισχύει
1
72·26·~
72·26
|~|( )‚([) = ( )S ⇒ ƒ(~) = e + 2de
≅
=− ⇔
( )
35
35
= −7 ο γεωµετρικός τόπος εκκινεί µε γωνία e.
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο 2
Κοντά στον πόλο 2 ισχύει
= 2 + ~, ~ ∈ ℂ. Συνεπώς ισχύει
1
~(~ + 1)(~ + 9)(~ + 14 + &)(~ + 14 − &)
=
⇒
(~ + 2)(~ + 4)
( )
1
~·1·9·(14 + &)·(14 − &)
=
⇒
( )
2·4
|~|( )‚([)
1·9·(14 + &)·(14 − &)
= ( )S ⇒
2·4
ƒ(~) = e
= 2 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία e.
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο 1
Κοντά στον πόλο 1 ισχύει
= 1 + ~, ~ ∈ ℂ. Συνεπώς ισχύει
(~ − 1)~(~ + 8)(~ + 13 + &)(~ + 13 − &)
1
=
⇒
(~ + 1)(~ + 3)
( )
1
~·(−1)·8·(13 + &)·(13 − &)
=
⇒
( )
1·3
|~|( )‚([)
(−1)·8·(13 + &)·(13 − &)
=− ⇒
1·3
|~|( )‚([)
8·(13 + &)·(13 − &)
=
1·3
⇒
ƒ(~) = 0
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
B
= 1 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία 0.
Τονίζουµε πάλι ότι για ευκολία πράξεων και ταχύτητα, δεν απαιτείται να εκτελέσουµε τους
πολλαπλασιασµούς των µέτρων, αφού µας ενδιαφέρουν µόνο τα πρόσηµα και οι φάσεις.
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δ) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −12 − &
= −12 − & + ~, ~ ∈ ℂ όπου |~| πολύ µικρή ποσότητα,
Κοντά στον πόλο −12 − & ισχύει
οπότε:
(~ − 14 − &)(~ − 13 − &)(~ − 5 − &)~(~ − 2&)
1
=
( )
(~ − 12 − &)(~ − 10 − &)
Αλλά κατά τα γνωστά ~ +
παραµένει το ~.
•
≅
•
, ως και ~ + A• ≅ A• , ενώ µόνο στον πόλο −12 − &
Άρα
(−14 − &)(−13 − &)(−5 − &)~(−2&)
1
≅
‘oό…o|~| → 0 ⇒
( )
(−12 − &)(−10 − &)
(−14 − &)(−13 − &)(−5 − &)~(−2&)
=− (−12 − &)(−10 − &)
Αλλά
−14 − & = ?(−14) + (−1) ·vcos(.) + & /0(.)w ⇒ −14 − & = √197·( )(=B,`“`
)
οµοίως
−13 − & = √170 ∙ ( )(=B,`š8›) −5 − & = √26 ∙ ( )(=
,™88 )
S
−2& = 2 ∙ ( )(= ) −12 − & = √145 ∙ ( )(=B,`7›8) −10 − & = √101 ∙ ( )(=B,`8
™)
και
~ = |~|( )‚([)
Οπότε συνολικά προκύπτει :
2√197 ∙ 170 ∙ 26
√145 ∙ 101
|~| ∙ ( )k=B,`“`
S
=B,`š8›= ,™88 = ˆB,`7›8ˆB,`8 ™ˆ‚([)l
= ( )S
⇒ −4,5497 + ƒ(~) = e ⇒ ƒ(~) = 7,6913
Για να αποκτήσουµε µια καλύτερη αίσθηση της γωνίας εκκίνησης από τον πόλο −12 − &,
αφαιρούµε το µεγαλύτερο ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π που χωρά σε αυτή την ƒ(~), οπότε
λαµβάνω ƒ(~) = 7,6913 − 2e = 1,4081 ή σε µοίρες 1,4081·
›`
³
≅ 80,68°
Άρα, κοντά στον πόλο −12 − &, ο κλάδος του γεωµετρικού τόπου εκκινεί µε 80,68°.
42
ε)Για τη γωνία εκκίνησης από τον πόλο −12 + &, µπορούµε να εφαρµόσουµε την ίδια
διαδικασία. Είναι όµως πολύ πιο απλό και άµεσο να σκεφτούµε ότι ο γεωµετρικός τόπος είναι
συµµετρικός περί τον πραγµατικό άξονα, εποµένως ο αντίστοιχος κλάδος του ο γεωµετρικού
τόπου θα εκκινεί από τον πόλο −12 + & µε γωνία −80,68°
στ) Γωνία άφιξης στα µηδενικά
Κοντά στο µηδενικό 0 ισχύει = −~, ~ ∈ ℂ , όπου το πρόσηµο «-» το βάζουµε διότι το
«αφικνυόµεθα» στο µηδενικό. Οπότε:
1
(−~ − 2)(−~ − 1)(−~ + 7)(−~ + 12 + &)(−~ + 12 − &)
=
⇒
(−~)(−~ + 2)
( )
1
(−2)(−1)(+7)(12 + &)(12 − &)
≅
=− ⇒
(−~)(+2)
( )
2 ∙ 1 ∙ 7 ∙ (12 + &)(+12 − &) =)‚([)
(
=
2|~|
⇒
ƒ(~) = 0
Αυτό σηµαίνει ότι στο µηδενικό A = 0 o γ.τ. αφικνείται µε γωνία 0, εφαπτόµενος στον
άξονα των $, δηλαδή από αριστερά.
Κοντά στο µηδενικό −2 ισχύει
= −2 − ~, ~ ∈ ℂ,οπότε
1
(−~ − 4)(−~ − 3)(−~ + 5)(−~ + 10 + &)(−~ + 10 − &)
=
⇒
(−~ − 2)(−~)
( )
1
(−4)(−3)(+5)(10 + &)(10 − &)
≅
=− ⇒
(−2)(−~)
( )
4 ∙ 3 ∙ 5 ∙ (10 + &)(10 − &) =)‚([)
(
= − = ( )S ⇒
2|~|
ƒ(~) = −e
Συνεπώς, στο µηδενικό A = −2 o γ.τ. αφικνείται µε γωνία −e ή ισοδυνάµως µε γωνία e
και εφαπτόµενος στον άξονα των $, δηλαδή από δεξιά.
Κανόνας 7: Τοµή µε φανταστικό άξονα
Στο σηµείο αυτό διευκολύνει σηµαντικά τη διαδικασία η παρατήρηση ότι το χαρακτηριστικό
πολυώνυµο, πλήρως ανεπτυγµένο,
’(
)=
7
+ 28
8
+ 222
B
+ ( + 138)
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+ (2 − 2419) + 2030
εµφανίζει το κέρδος στους συντελεστές του και του . Εποµένως, αναµένει κανείς ότι ο
εντοπισµός του µέσω του κριτηρίου Routh θα είναι ιδιαιτέρως κοπιαστικός όπως θα
δείξουµε και παρακάτω. Είναι συνεπώς καλύτερο να επιχειρήσει κανείς να θέσει = „& ,
„ ∈ ℝ ,οπότε λαµβάνει:
’ („&)
= „7 & + 28„8 − 222„B & − ( + 138)„ + (2 − 2419)„& + 2030 = 0 ⇔
28„8 − ( + 138)„ + 2030 = 0 ¶
µ 7
„ − 222„B + (2 − 2419)„ = 0
Η εξίσωση που αφορά το πραγµατικό µέρος, 28„8 − ( + 138)„ + 2030 = 0, έχει
διακρίνουσα
< =
+ 276 − 208316,
η οποία πρέπει να ικανοποιεί την ανίσωση < ≥ 0 , ως αναγκαία συνθήκη ώστε το „ να είναι
πραγµατικό. Οι ρίζες της ανωτέρω εξίσωσης είναι οι −614,82 και 338,82. Αυτό συνεπάγεται
ότι
≥ 338,82. (υπενθυµίζεται ότι έχουµε υποθέσει ότι
≥ 0 ).
Οµοίως, η εξίσωση που αφορά το φανταστικό µέρος, „7 − 222„B + (2 − 2419)„ = 0 ,
και αν προς στιγµήν υποθέσουµε ότι „ ≠ 0, έχει διακρίνουσα
< = 58960 − 8 ,
η οποία επίσης πρέπει να ικανοποιεί την ανίσωση < ≥ 0 , ως αναγκαία συνθήκη ώστε το „
να είναι πραγµατικό. Αυτό συνεπάγεται ότι
≤ 7370.
Εποµένως, όσον αφορά τις διακρίνουσες, ο κοινός περιορισµός για τα
ανισώσεις
338,82 ≤
δίνεται από τις
≤ 7370(n)
Εν συνεχεία απαλείφουµε το „8 από τις εξισώσεις
28„8 − ( + 138)„ + 2030 = 0¶
µ 8
„ − 222„ + (2 − 2419) = 0
οπότε λαµβάνουµε
„ (6078 − ) + (69762 − 56 ) = 0 ⟺
„ =
56 − 69762
6078 −
Αντικαθιστώντας το „ στη δεύτερη των εξισώσεων λαµβάνουµε:
56 − 69762
56 − 69762
s
t − 222
+ (2 − 2419) = 0 ⟺
6078 −
6078 −
44
(56 − 69762) − 222(56 − 69762)(6078 − ) + (2 − 2419)(6078 − ) = 0 ⟺
2
B
− 11163
+ 4427328 + 9634818240 = 0 ⟺
= 1362,7
= 4935,2
B
= −716,3
Εξ αυτών οι και
ικανοποιούν την αναγκαία συνθήκη (3). Επιπλέον αντικαθιστώντας
κάθε µία από τις , στη σχέση
„ =
56 − 69762
6078 −
βρίσκουµε τις λύσεις
„ = 1.1785 και „ = −1.1785 για
= 1362.7
και
„B = 13.4459 και „8 = −13.4459 για
= 4935.2
Επίσης θα πρέπει να επιβεβαιώσουµε ότι οι εν λόγω τιµές των ζευγών „mno ικανοποιούν
τις δύο διτετράγωνες εξισώσεις, γεγονός που επισυµβαίνει εδώ. Ισοδυνάµως διαπιστώνουµε
ότι αυτές οι δύο διτετράγωνες εξισώσεις συναληθεύουν για τα ανωτέρω ζεύγη τιµών που
καθορίζουν ότι ο γ.τ. τέµνει το φανταστικό άξονα στα σηµεία
(0, 1.1785) για
(0, −1.1785) για
= 1362.7
= 1362.7
και
(0, 13.4459) για
(0, −13.4459) για
= 4935.2
= 4935.2
Επιπλέον , απλή παρατήρηση δείχνει ότι το ζεύγος „ = 0 και
χαρακτηριστική εξίσωση, αφού
’ („&)
= +∞ ικανοποιεί τη
= „7 & + 28„8 − 222„B & − ( + 138)„ + (2 − 2419)„& + 2030 = 0 ⇔
„7 & + 28„8 − 222„B & + 2030
−
( + 138)„
+
(2 − 2419)„&
=0
Παρατηρούµε ότι του → ∞ το πρώτο κλάσµα τείνει στο µηδέν το δεύτερο στο −„ και το
τρίτο στο 2„&. Συνεπώς η εξίσωση έχει πλέον ως εξής:
−„ + 2„& = 0
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από όπου προφανώς καταδεικνύεται ότι το „ = 0 είναι όντως λύση της χαρακτηριστικής
εξίσωσης του → ∞, δηλαδή ο γεωµετρικός τόπος θα συναντά το φανταστικό άξονα στο
σηµείο (0,0).
Παρ’ όλη την ανωτέρω ανάλυση, θα επαναλάβουµε την προσέγγιση µέσω του κριτηρίου
Routh, ώστε να καταδείξουµε και την δυσκολία της στο προκείµενο παράδειγµα:
Όταν οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης διέρχονται από τον άξονα των p (το
φανταστικό άξονα), τότε το σύστηµα µεταβαίνει από ευστάθεια σε αστάθεια ή αντιστρόφως.
Εποµένως, επειδή ο πίνακας Routh δίνει την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το
σύστηµα ευσταθές, δηλαδή να έχει όλους τους πόλους στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο,
προφανώς οι οριακές τιµές του για τις οποίες θα ισχύει το κριτήριο του Routh θα
αντιστοιχούν στα σηµεία τοµής του γεωµετρικού τόπου µε το φανταστικό άξονα.
Εν προκειµένω, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος είναι
’(
’(
) = ( − 2)( − 1)( + 7)(
)=
7
+ 28
8
+ 222
B
( + 2) ⇔
+ 24 + 145) +
+ ( + 138)
+ (2 − 2419) + 2030
Ακολουθεί ο πίνακας του κριτηρίου Routh, ο υπολογισµός των στοιχείων του οποίου στην
προκειµένη περίπτωση είναι ιδιαίτερα κοπιαστικός και χρονοβόρος. Εν τούτοις, εάν κάποιος
θεωρεί ότι µπορεί να διαχειριστεί καλύτερα το συγκεκριµένο πρόβληµα µε χρήση του πίνακα
Routh, εννοείται ότι µπορεί να το πράξει.
7
1
222
8
28
+ 138
B
6078 −
28
56 − 69762
28
−
2
`
B
− 11163
−
2
+ 4372 + 2792100
6078 −
+ 4427328 + 9634818240
+ 4372 + 2792100
2030
2 − 2419
2030
0
2030
0
0
0
0
0
Από το κυτίο (3,1) προκύπτει ότι µία αναγκαία συνθήκη ευστάθειας είναι η
(Υπενθυµίζεται ότι εξετάζουµε µη αρνητικά )
< 6078.
∆εδοµένου ότι ισχύει η προηγούµενη ανίσωση, µία ακόµα αναγκαία συνθήκη ευστάθειας από
το κυτίο (4,1) είναι η
−
+ 4372 + 2792100 > 0 ⇔ (−1)( + 565,48)( − 4937,48) > 0 ⇔
−565,48 <
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< 4937,48
Αναλόγως, µε δεδοµένο ότι ισχύουν οι παραπάνω ανισώσεις η αναγκαία συνθήκη ευστάθειας
από το κυτίο (4,1) είναι η ακόλουθη:
2
B
− 11163
+ 4427328 + 9634818240 > 0 ⇔
( − 4935,16)( − 1362,68)( + 716,34) > 0 ⇔
−∞ <
< −716,34 ή 1362,68 <
< 4935,16
Η συναλήθευση όλων των παραπάνω ανισώσεων που αφορούν το
1362,68 <
µας δίνει τη σχέση
< 4935,16
Για να βρούµε τα σηµεία τοµής του φανταστικού άξονα µε το γεωµετρικό τόπο ριζών
εργαζόµαστε ως εξής:
Αντικαθιστούµε τις οριακές τιµές του που µας δίδονται από την τελική ανίσωση ως προς
στην έκφραση του ’ („&) .
Για την τιµή 1362,68 προκύπτει
„7 & + 28„8 − 222„B & − (1362,68 + 138)„ + (2 ∗ 1362,68 − 2419)„& + 2030 = 0
Θεωρώντας „ ≠ 0 προκύπτουν δύο εξισώσεις, µία για το φανταστικό µέρος και µία για το
πραγµατικό, οι οποίες πρέπει να συναληθεύουν. Σε περίπτωση που αυτό συµβαίνει οι τιµές
του „ που είναι κοινές λύσεις και των δύο εξισώσεων µας δίνουν τις αντίστοιχες
συντεταγµένες και πιο συγκεκριµένα τις τεταγµένες των τοµών του γεωµετρικού τόπου µε το
φανταστικό άξονα. Στο προκείµενο προκύπτουν οι εξισώσεις
„8 − 222„ + 306,36 = 0
και
28„8 − 1500,68„ + 2030 = 0
Οι τιµές που επιλύουν και τις δύο εξισώσεις είναι οι
„ = ±1.17
που είναι δύο από τις τεταγµένες των σηµείων τοµής του γεωµετρικού τόπου ριζών µε το
φανταστικό άξονα.
Οµοίως µε πριν, για την τιµή 4935,16 προκύπτει
„7 & + 28„8 − 222„B & − (4935,16 + 138)„ + (2 ∗ 4935,16 − 2419)„& + 2030 = 0
Θεωρώντας εκ νέου „ ≠ 0 προκύπτουν δύο εξισώσεις, µία για το φανταστικό µέρος και µία
για το πραγµατικό, οι οποίες πρέπει να συναληθεύουν. Για την περίπτωση αυτή προκύπτουν
οι εξισώσεις
„8 − 222„ + 7451,32 = 0
και
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28„8 − 5073,16„ + 2030 = 0
Οι τιµές που επιλύουν και τις δύο αυτές εξισώσεις είναι οι
„ = ±13.44
που είναι οι δύο άλλες από τις τεταγµένες των σηµείων τοµής του γεωµετρικού τόπου ριζών
µε το φανταστικό άξονα.
Σηµειώνεται ότι εφ όσον υπάρχουν τοµές µε το φανταστικό άξονα, κάποια αντίστοιχη
γραµµή του πίνακα Routh θα είναι συνολικά µηδέν, όπως έχει διεξοδικά αναλυθεί σε
προηγούµενη ενότητα.
Κανόνας 8: Έλεγχος της συµβατότητας των προηγουµένων κανόνων, θεµελίωση των
πραγµατικών τµηµάτων του γεωµετρικού τόπου και ποιοτική σχεδίαση.
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, αναφέραµε στον κανόνα 1 ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα επί
του πραγµατικού άξονος από 1 έως 2αφ’ ενός, από −2 έως 0 (µηδέν) αφ’ ετέρου και για
$ < −7 κατά τρίτο λόγο, µπορούν να είναι τµήµατα του γεωµετρικού τόπου ριζών.
Παρατηρούµε ότι αυτά είναι πλήρως συµβατά µε τις γωνίες εκκίνησης και τα σηµεία θλάσης.
Στη πραγµατικότητα θα µπορούσαµε να αποδεχθούµε ή να απορρίψουµε σηµεία
θλάσης, ανάλογα µε το αν αυτά βρίσκονται εντός αυτών των τµηµάτων του γ.τ ή όχι. Θα
θεµελιώσουµε, µε χρήση των ορισµάτων των µιγάδων, ότι αυτά τα διαστήµατα είναι
πράγµατι τµήµατα του γ.τ. Όντως,
Α) Για ∈ (1,2) ισχύει ότι
( − 2) ∈ ℝ, − 2 < 0 άρα ( − 2) = | − 2|( )S
( − 1) ∈ ℝ, − 1 > 0 άρα ( − 1) = | − 1|( )`
( + 7) ∈ ℝ, + 7 > 0 άρα ( + 7) = | + 7|( )`
(
+ 24 + 145) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 για κάθε
∈ ℝ, > 0 άρα
∈ ℝ
= | |( )`
( + 2) ∈ ℝ, + 2 > 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )`
Άρα, η εξίσωση
1
=−
( )
γίνεται
| |( )S =
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145) )(Sˆ`ˆ`ˆ`=`=`)
(
| + 2|| |
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Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (1,2) ικανοποιούν την ισότητα των µιγαδικών ορισµάτων στην
παραπάνω εξίσωση. Εποµένως για κάθε τέτοιο µπορώ να βρω ένα από την κάτωθι σχέση
των µέτρων.
| |=
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145)
| + 2|| |
Άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ. Τονίζουµε , εκ νέου , ότι τα όρια του
διαστήµατος 1 και 2 επίσης ανήκουν στον γ.τ. για = 0, αφού είναι πόλοι της ( ), δηλαδή
ρίζες του πολυωνύµου ( ).
Β) Για ∈ (−2,0) ισχύει ότι
( − 2) ∈ ℝ, − 2 < 0 άρα ( − 2) = | − 2|( )S
( − 1) ∈ ℝ, − 1 < 0 άρα ( − 1) = | − 1|( )S
( + 7) ∈ ℝ, + 7 > 0 άρα ( + 7) = | + 7|( )`
(
+ 24 + 145) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 για κάθε
∈ ℝ, < 0 άρα
∈ ℝ
= | |( )S
( + 2) ∈ ℝ, + 2 > 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )`
Άρα, η εξίσωση
1
=−
( )
γίνεται
| |( )S =
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145) )(SˆSˆ`ˆ`=S=`)
(
| + 2|| |
Άρα όντως όλα τα σηµεία µε ∈ (−2,0) ικανοποιούν την ισότητα των µιγαδικών
ορισµάτων στην παραπάνω εξίσωση, ακριβώς διότι έχουν δεξιά τους περιττό αριθµό πόλων
και µηδενικών της ( ) . Εποµένως για κάθε τέτοιο µπορώ να βρω ένα από την κάτωθι
σχέση των µέτρων.
| |=
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145)
| + 2|| |
Άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ. Παρατηρούµε εκ νέου ότι τα σηµεία του $
άξονα −2 και 0 προσεγγίζονται, καθώς το
τείνει στο +∞, δεδοµένου ότι είναι µηδενικά
της ( ), δηλαδή ρίζες του πολυωνύµου ( ).
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Γ) Για ∈ (−∞, −7) ισχύει ότι
( − 2) ∈ ℝ, − 2 < 0 άρα ( − 2) = | − 2|( )S
( − 1) ∈ ℝ, − 1 < 0 άρα ( − 1) = | − 1|( )S
( + 7) ∈ ℝ, + 7 < 0 άρα ( + 7) = | + 7|( )S
(
+ 24 + 145) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 για κάθε
∈ ℝ, < 0 άρα
∈ ℝ
= | |( )S
( + 2) ∈ ℝ, + 2 < 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )S
Άρα, η εξίσωση
1
=−
( )
γίνεται
| |( )S =
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145) )(SˆSˆSˆ`=S=S)
(
| + 2|| |
Άρα όντως όλα τα σηµεία µε ∈ (−∞, −7) ικανοποιούν την ισότητα των µιγαδικών
ορισµάτων στην παραπάνω εξίσωση, ακριβώς διότι έχουν δεξιά τους περιττό αριθµό πόλων
και µηδενικών της ( ) . Εποµένως για κάθε τέτοιο µπορώ να βρω ένα από την κάτωθι
σχέση των µέτρων.
| |=
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145)
| + 2|| |
Άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ. Προφανώς, το σηµείο −7 του $ άξονα ανήκει
στον γ.τ. για = 0, αφού είναι πόλος της ( ), δηλαδή ρίζα του πολυωνύµου ( ),ενώ ο $
άξονας εµπεριέχει µία από τις τρείς ασυµπτώτους του γ.τ.
Για τη σχεδίαση του γεωµετρικού τόπου συνδυάζουµε όλα τα ανωτέρω: παρατηρούµε κατ’
αρχήν ότι από τον πόλο (2,0) ο αντίστοιχος κλάδος του γεωµετρικού τόπου έστω αυτός mg
φεύγει µε γωνία e και παραµένει επί του πραγµατικού άξονος. Οµοίως από τον πόλο (1,0)
ένας άλλος κλάδος του γεωµετρικού τόπου, έστω ο mg , εκκινεί µε γωνία µηδέν και
παραµένει επί του πραγµατικού άξονος. Και οι δύο αυτοί κλάδοι πρέπει να περατούνται ή σε
ασύµπτωτο ή σε µηδενικό της ( ). Σε κάθε περίπτωση , εφ’ όσον δεν υπάρχει µηδενικό της
( ) στο πραγµατικό διάστηµα (1,2) οι δύο αυτοί κλάδοι συναντώνται στο σηµείο θλάσης
(1.41, 0). Από αυτό το σηµείο θλάσης οι δύο κλάδοι αποµακρύνονται συµµετρικά από τον
πραγµατικό άξονα και τέµνουν υποχρεωτικά το φανταστικό άξονα, αφού σύµφωνα µε την
προηγηθείσα ανάλυση , υπάρχουν πραγµατικές, µη αρνητικές, τιµές του για τις οποίες το
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σύστηµα είναι ευσταθές, γεγονός που σηµαίνει ότι όλοι οι κλάδοι πρέπει να έχουν
ταυτόχρονα (ήγουν για τα ίδια ), τµήµατά τους στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο.
Από τον πόλο (−7,0) ένας τρίτος κλάδος του γ.τ., έστω ο mgB, εκκινεί µε γωνία e και
παραµένει επί του πραγµατικού άξονος. Επειδή , δε, δεν υπάρχει µηδενικό της ( ) για
πραγµατικό < −7 , ο κλάδος αυτός υποχρεωτικά περατούται στο κοντινότερο σηµείο
θλάσης (−8.62, 0). Εποµένως, κατ’ ανάγκην, στο σηµείο θλάσης (−11.91, 0)θα
συναντώνται οι µόνοι κλάδοι που απέµειναν , έστωσαν οι mg8 και mg7 , δηλαδή αυτοί που
εκκινούν από τους µιγαδικούς πόλους (−12 + &) και (−12 − &). Ο ένας εξ’ αυτών έστω ο
mg8 , θα παραµείνει επί του πραγµατικού άξονα µέχρι το −∞ και παίζει το ρόλο της µίας
ασυµπτώτου. Ο άλλος κλάδος, θα κινηθεί αναγκαστικά δεξιά, µέχρι του σηµείου θλάσης
(−8.62, 0). Απ’ το σηµείο θλάσης (−8.62, 0) αρχίζουν να αποµακρύνονται οι κλάδοι mgB
και mg7 συµµετρικά γύρω απ’ τον πραγµατικό άξονα. Αυτή είναι η µέγιστη πληροφορία που
µπορούµε να αντλήσουµε από τους προαναφερθέντες κανόνες σχεδίασης.
Παράδειγµα 9
Να βρεθεί ο συµπληρωµατικός γεωµετρικός τόπος ριζών του συστήµατος του παραδείγµατος
8, δηλαδή ο γεωµετρικός τόπος ριζών για < 0 ή καταχρηστικά και 0.
Θα µελετήσουµε, όπως και πριν τον συµπληρωµατικό γεωµετρικό τόπο ριζών της αρχικής
τοπολογίας, στην τοπολογία του σχήµατος 9, µε συνάρτηση µεταφοράς
( )=
( ˆ )
( = )( = )( ˆ“)( 4 ˆ 8 ˆ 87)
Κατ’ αρχήν παρατηρούµε ότι ο γεωµετρικός τόπος ριζών για < 0 µπορεί να υπολογιστεί
από το γεωµετρικό τόπο των ριζών της συνάρτησης µεταφοράς ευθέως κλάδου
( )=
− ( + 2)
( − 2)( − 1)( + 7)( + 24 + 145)
µε > 0, δηλαδή αλλάζουµε το πρόσηµο του έµµεσα, αλλάζοντας το πρόσηµο του
πολυωνύµου που αυτό πολλαπλασιάζει στην χαρακτηριστική εξίσωση. ∆ηλαδή για να
µελετήσουµε τον γ.τ.ρ. της εξίσωσης ( ) + ( ) = 0 µε ≤ 0, µελετούµε ισοδυνάµως
το γ.τ.ρ. της εξίσωσης ( ) + (− )(− ( )) = 0 µε – ≥ 0.
Εντούτοις, για την κατασκευή του συµπληρωµατικού γεωµετρικού τόπου, δηλαδή του
γεωµετρικού τόπου για ∈ (−∞, 0] ενός συστήµατος µπορεί κανείς να ακολουθήσει
παρόµοιους κανόνες µε εκείνους της κατασκευής του γεωµετρικού τόπου για ∈ [0, +∞):
Πάλι, τα µηδενικά της ( ) είναι τα ®0, −2¯ , ενώ οι αντίστοιχοι πόλοι είναι οι
®1,2, −7, −12 + &, −12 − &¯.
Τώρα η ανάλυση του γεωµετρικού τόπου γίνεται ως εξής:
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Κανόνας 1: Ο γεωµετρικός τόπος των ριζών θα έχει πέντε κλάδους, διότι η συνάρτηση
µεταφοράς έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο πέµπτου βαθµού και άρα έχει πέντε πόλους.
Κάθε κλάδος θα ξεκινάει από έναν αντίστοιχο πόλο και, επειδή η ( ) έχει δύο µηδενικά ( το
0 και το −2), δύο κλάδοι θα περατούνται στα µηδενικά A = 0 και A = −2, ενώ οι άλλοι
τρεις κλάδοι θα τείνουν σε ασυµπτώτους, καθώς το → −∞.
Κανόνας 2: Ένας κλάδος του συµπληρωµατικού γεωµετρικού τόπου µπορεί να βρίσκεται
στον πραγµατικό άξονα µόνον όταν δεξιά του υπάρχει άρτιος αριθµός πόλων και µηδενικών.
∆ιατάσσουµε τις ρίζες και τα µηδενικά που βρίσκονται επί του πραγµατικού άξονα.
Υπενθυµίζουµε ότι, εφόσον τα πολυώνυµα της ( ) έχουν πραγµατικούς συντελεστές, όταν
και όπου έχω συζυγείς µιγαδικές ρίζες, αυτές τύποις προσµετρώνται στην αρτιότητα, αλλά
κατ’ ουσίαν τις αγνοώ, αφού x άρτιος ⇔ x+2 άρτιος. Εποµένως, εξετάζουµε την ακολουθία
πραγµατικών αριθµών ®−7, −2,0,1,2¯και παρατηρούµε ότι τα χωρία του ℂ µε H(3I( )
µεταξύ +∞ και 2, µεταξύ 1 και 0 και µεταξύ −2 και −7, έχουν δεξιά άρτιο αριθµό πόλων
και µηδενικών της ( ) (τονίζουµε ότι το 0 θεωρείται άρτιος αριθµός). Άρα αυτά τα τµήµατα
επί του πραγµατικού άξονα, είναι υποψήφια τµήµατα του συµπληρωµατικού γεωµετρικού
τόπου. Θα θεµελιώσουµε αργότερα ότι όντως είναι.
Κανόνας 3: Επειδή ο βαθµός του παρονοµαστή του ( ) είναι µεγαλύτερος από το βαθµό
του αριθµητή του ( )κατά τρία, υπάρχουν τρείς ασύµπτωτοι στο γεωµετρικό τόπο. Το
σηµείο τοµής των ασύµπτωτων µε τον άξονα των x δίνεται από τον τύπο
KL =
(ά*NOPQRLSόUVWX( )=ά*NOPQRLRYZ[WP\ώW¹OºX( ))
.
(SUή*O_SόUVW¹OºX( )=SUή*O_RYZ[WP\ώW¹OºX( ))
Άρα, εν προκειµένω, K L =
( ˆ ˆ(=
=))ˆ(= ˆ))=“)=(`= )
(7= )
š
= − B.
Κανόνας 4: Εάν 0 είναι ο αριθµός πόλων της ( ) και a είναι αριθµός µηδενικών της ( ),
τότε οι ασύµπτωτοι αναχωρούν από το σηµείο τοµής τους (K L , 0) κατά γωνίες που δίνονται
από τον τύπο
.NL =
Εν προκειµένω,
.NL =
2de
,
0−a
NS
d
B
d = 0,1, … , 0 − a − 1.
= 0,1,2
Άρα
.`L = 0, . L =
S
,
B
. L =
8S
.
B
Κανόνας 5: Εντοπισµός του σηµείου θλάσης
Έχουµε σηµείο θλάσης εκεί που έχουµε διπλές ρίζες της υποτιθέµενης συνάρτησης ( ),
διότι από το σηµείο αυτό εκκινούν δύο τουλάχιστον διαφορετικά τµήµατα του γεωµετρικού
τόπου. Υπενθυµίζεται πάλι ότι αν θεωρήσουµε πως πλησιάζουµε το σηµείο θλάσης από την
πλευρά που βρίσκονται οι δύο κλάδοι θα έχουµε δυο συζυγείς ρίζες για κάθε , επειδή ο γ.τ.
είναι συµµετρικός ως προς το πραγµατικό άξονα. Φθάνοντας στο σηµείο θλάσης, οι δύο
συζυγείς ρίζες εκφυλίζονται σε µία διπλή για το συγκεκριµένο . Εποµένως, για τον
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υπολογισµό του σηµείου θλάσης λύνω τη χαρακτηριστική εξίσωση ως προς . Οπότε, εν
προκειµένω λαµβάνω
=−
( − 2)( − 1)( + 7)( + 24 + 145)
( + 2)
Η ύπαρξη διπλής ρίζας στο σηµείο θλάσης απαιτεί
°
°
=
±
u
=0⇔
u
k( −2)( −1)( +7)v 2 +24 +145wl ( ˆ )=( ( ˆ ))± ( −2)( −1)( +7)v 2 +24 +145w
v ( ˆ )w
u
3
=
u
š
+ 64
7
+ 390
8
4
+ 888 B + 2695
( ( + 2))
− 4060 – 4060
⇔
=0⇒
œy = −11.91,œy = −8.63, œyB = −0.72, œy8 = 1.41
Προφανώς τα πιθανά σηµεία θλάσης είναι τα ίδια µε προηγουµένως, αφού επιλύσαµε την ίδια
εξίσωση.
Είναι προφανές ότι απορρίπτουµε τις µιγαδικές λύσεις γιατί το είναι πραγµατικό και για τις
συγκεκριµένες µιγαδικές ρίζες το βγαίνει µιγαδικό. Επιπλέον, το σηµείο θλάσης πρέπει να
βρίσκεται πάντα επί του πραγµατικού άξονα.
Για να είναι σηµείο θλάσης, πρέπει να ικανοποιούν τη χαρακτηριστική εξίσωση για κάποια
πραγµατική, αρνητική τιµή του . Εν προκειµένω
Για το •žŸ:
1 + (−11,91) = 0.⇔ Η εξίσωση επιλύεται για = 7,53. Άρα το œy δεν είναι σηµείο
θλάσης του συµπληρωµατικού γεωµετρικού τόπου.
Για το •ž :
1 + (−8,62) = 0.⇔ Η εξίσωση επιλύεται για = 36,04 . Άρα το œy δεν είναι σηµείο
θλάσης του συµπληρωµατικού γεωµετρικού τόπου.
Για το •ž¡:
1 + (−0,72) = 0. ⇔ Η εξίσωση επιλύεται για = 4088,16. Άρα το œyB δεν είναι
σηµείο θλάσης του συµπληρωµατικού γεωµετρικού τόπου.
Για το •ž²:
1 + (1,41) = 0. ⇔ Η εξίσωση επιλύεται για = 76,51. Άρα το œy8 δεν είναι σηµείο
θλάσης του συµπληρωµατικού γεωµετρικού τόπου.
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Κανόνας 6: Γωνία εκκίνησης από τους πόλους και γωνία άφιξης στο µηδενικό
α) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −7
= −7 + ~, ~ ∈ ℂ, όπου ως συνήθως θεωρούµε το |~| πολύ
Κοντά στον πόλο −7 θέτουµε
µικρό. Συνεπώς προκύπτει:
(~ − 9)(~ − 8)~(~ + 5 + &)(~ + 5 − &) 72·26·~
1
=
≅
‘oό…o|~| → 0
(~ − 7)(~ − 5)
( )
35
Άρα, κοντά στο −7 ισχύει
1
72·26·~
72·26
|~|( )‚([) = ( )` ⇒ ƒ(~) = 2de
≅
=− ⇔
( )
35
35
= −7 ο γεωµετρικός τόπος εκκινεί µε γωνία 0.
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο 2
Κοντά στον πόλο 2 ισχύει
= 2 + ~, ~ ∈ ℂ. Συνεπώς ισχύει
1
~(~ + 1)(~ + 9)(~ + 14 + &)(~ + 14 − &)
=
⇒
(~ + 2)(~ + 4)
( )
1
~·1·9·(14 + &)·(14 − &)
=
⇒
( )
2·4
|~|( )‚([)
1·9·(14 + &)·(14 − &)
= ( )` ⇒
2·4
ƒ(~) = 0
= 2 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία 0.
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο 1
Κοντά στον πόλο 1 ισχύει
= 1 + ~, ~ ∈ ℂ. Συνεπώς ισχύει
(~ − 1)~(~ + 8)(~ + 13 + &)(~ + 13 − &)
1
=
⇒
(~ + 1)(~ + 3)
( )
1
~·(−1)·8·(13 + &)·(13 − &)
=
⇒
1·3
( )
|~|( )‚([)
(−1)·8·(13 + &)·(13 − &)
=− ⇒
1·3
|~|( )‚([)
8·(13 + &)·(13 − &)
=
1·3
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⇒
ƒ(~) = e
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
B
= 1 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία π.
Τονίζουµε πάλι ότι για ευκολία πράξεων και ταχύτητα, δεν απαιτείται να εκτελέσουµε τους
πολλαπλασιασµούς των µέτρων, αφού µας ενδιαφέρουν µόνο τα πρόσηµα και οι φάσεις.
δ) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο −12 − &
= −12 − & + ~, ~ ∈ ℂ όπου |~| πολύ µικρή ποσότητα,
Κοντά στον πόλο −12 − & ισχύει
οπότε:
(~ − 14 − &)(~ − 13 − &)(~ − 5 − &)~(~ − 2&)
1
=
( )
(~ − 12 − &)(~ − 10 − &)
Αλλά κατά τα γνωστά ~ +
παραµένει το ~.
•
≅
•
, ως και ~ + A• ≅ A• , ενώ µόνο στον πόλο −12 − &
Άρα
(−14 − &)(−13 − &)(−5 − &)~(−2&)
1
≅
‘oό…o|~| → 0 ⇒
( )
(−12 − &)(−10 − &)
(−14 − &)(−13 − &)(−5 − &)~(−2&)
=− (−12 − &)(−10 − &)
Αλλά
−14 − & = ?(−14) + (−1) ·vcos(.) + & /0(.)w ⇒ −14 − & = √197·( )(=B,`“`
οµοίως
−13 − & = √170 ∙ ( )(=B,`š8›) −5 − & = √26 ∙ ( )(=
,™88 )
S
−2& = 2 ∙ ( )(= ) −12 − & = √145 ∙ ( )(=B,`7›8) −10 − & = √101 ∙ ( )(=B,`8
™)
και
~ = |~|( )‚([)
Οπότε συνολικά προκύπτει :
2√197 ∙ 170 ∙ 26
√145 ∙ 101
|~| ∙ ( )k=B,`“`
S
=B,`š8›= ,™88 = ˆB,`7›8ˆB,`8 ™ˆ‚([)l
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= ( )`
)
⇒ −4,5497 + ƒ(~) = 0 ⇒ ƒ(~) = 4,5497
Για να αποκτήσουµε µια καλύτερη αίσθηση της γωνίας εκκίνησης από τον πόλο −12 − &,
αφαιρούµε το µεγαλύτερο ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π που χωρά σε αυτή την ƒ(~), οπότε
λαµβάνω ƒ(~) = 4,5497 ή σε µοίρες 4,5497·
›`
³
≅ 260,68°
Άρα, κοντά στον πόλο −12 − &, ο κλάδος του γεωµετρικού τόπου εκκινεί µε 260,68°.
ε)Για τη γωνία εκκίνησης από τον πόλο −12 + &, µπορούµε να εφαρµόσουµε την ίδια
διαδικασία. Είναι όµως πολύ πιο απλό και άµεσο να σκεφτούµε ότι ο γεωµετρικός τόπος είναι
συµµετρικός περί τον πραγµατικό άξονα, εποµένως ο αντίστοιχος κλάδος του ο γεωµετρικού
τόπου θα εκκινεί από τον πόλο −12 + & µε γωνία −260,68°
στ) Γωνία άφιξης στα µηδενικά
Κοντά στο µηδενικό 0 ισχύει = −~, ~ ∈ ℂ , όπου το πρόσηµο «-» το βάζουµε διότι το
βάζουµε ( αφικνυόµεθα ) στο µηδενικό. Οπότε:
(−~ − 2)(−~ − 1)(−~ + 7)(−~ + 12 + &)(−~ + 12 − &)
1
=
⇒
(−~)(−~ + 2)
( )
1
(−2)(−1)(+7)(12 + &)(12 − &)
≅
=− ⇒
(−~)(+2)
( )
2 ∙ 1 ∙ 7 ∙ (12 + &)(+12 − &) =)‚([)
(
=
2|~|
⇒
ƒ(~) = e
Αυτό σηµαίνει ότι στο µηδενικό A = 0 o γ.τ. αφικνείται µε γωνία π, εφαπτόµενος στον
άξονα των $, δηλαδή από δεξιά.
Κοντά στο µηδενικό −2 ισχύει
= −2 − ~, ~ ∈ ℂ,οπότε
1
(−~ − 4)(−~ − 3)(−~ + 5)(−~ + 10 + &)(−~ + 10 − &)
=
⇒
(−~ − 2)(−~)
( )
1
(−4)(−3)(+5)(10 + &)(10 − &)
≅
=− ⇒
(−2)(−~)
( )
4 ∙ 3 ∙ 5 ∙ (10 + &)(10 − &) =)‚([)
(
= − = ( )` ⇒
2|~|
ƒ(~) = 0
Συνεπώς, στο µηδενικό A = −2 o γ.τ. αφικνείται µε γωνία 0 και εφαπτόµενος στον άξονα
των $, δηλαδή από αριστερά.
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Κανόνας 7: Τοµή µε φανταστικό άξονα
Όταν οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης διέρχονται από τον άξονα των y (το φανταστικό
άξονα), τότε το σύστηµα µεταβαίνει από ευστάθεια σε αστάθεια ή αντιστρόφως. Εποµένως,
επειδή ο πίνακας Routh δίνει την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το σύστηµα
ευσταθές, δηλαδή να έχει όλους τους πόλους στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο, προφανώς οι
οριακές τιµές του για τις οποίες θα ισχύει το κριτήριο του Routh θα αντιστοιχούν στα
σηµεία τοµής του γεωµετρικού τόπου µε το φανταστικό άξονα.
Εν προκειµένω, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος είναι
’(
’(
) = ( − 2)( − 1)( + 7)(
)=
7
+ 28
8
+ 222
B
( + 2) ⇔
+ 24 + 145) +
+ ( + 138)
+ (2 − 2419) + 2030
Ακολουθεί ο πίνακας του κριτηρίου Routh
7
1
222
8
28
+ 138
B
6078 −
28
56 − 69762
28
−
2
B
− 11163
−
`
2
+ 4372 + 2792100
6078 −
+ 4427328 + 9634818240
+ 4372 + 2792100
2030
2 − 2419
2030
0
2030
0
0
0
0
0
H συνθήκη ευστάθειας για το κυτίο (3,1) προκύπτει η ≤ 6078. (Υπενθυµίζεται ότι
εξετάζουµε µη θετικά ), οπότε η συνθήκη ευστάθειας είναι η ≤ 0.
∆εδοµένου ότι ισχύει η προηγούµενη ανίσωση, η συνθήκη ευστάθειας για το κυτίο (4,1) είναι
η
−
+ 4372 + 2792100 > 0 ⇔ (−1)( + 565,48)( − 4937,48) > 0 ⇔
−565.48 <
Επειδή όµως εξετάζουµε τη περίπτωση
< 4937.48
≤ 0, αυτή η 2η συνθήκη ευστάθειας γίνεται:
−565.48 <
≤0
Αναλόγως, µε δεδοµένο ότι ισχύουν οι παραπάνω ανισώσεις η συνθήκη ευστάθειας για το
κυτίο (5,1) είναι η ακόλουθη:
2
B
− 11163
+ 4427328 + 9634818240 > 0 ⇔
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( − 4935.16)( − 1362.68)( + 716.34) > 0 ⇔
−716.34 <
Επειδή όµως απαιτούµε να ισχύει
< 1362.68 ή 4935.16 <
≤ 0 , η τρίτη αναγκαία συνθήκη ευστάθειας είναι η
−716.34 <
≤0
Η συναλήθευση όλων των παραπάνω ανισώσεων που αφορούν το
−565.48 <
µας δίνει τη σχέση
≤0
Για να βρούµε τα σηµεία τοµής του φανταστικού άξονα µε το γεωµετρικό τόπο ριζών
εργαζόµαστε ως εξής:
Αντικαθιστούµε τις οριακές τιµές του
στην έκφραση του ’ („&) .
που µας δίδονται από την τελική ανίσωση ως προς
Για την τιµή −565.48 προκύπτει
„7 & + 28„8 − 222„B & − (−565.48 + 138)„ + (2 ∗ (−565.48) − 2419)„& + 2030 = 0
Θεωρώντας εκ νέου „ ≠ 0 προκύπτουν δύο εξισώσεις, µία για το φανταστικό µέρος και µία
για το πραγµατικό, οι οποίες πρέπει να συναληθεύουν. Για την περίπτωση αυτή προκύπτουν
οι εξισώσεις
„8 − 222„ − 3549,96 = 0
και
28„8 + 427,48„ + 2030 = 0
Οι δύο εξισώσεις δε συναληθεύουν για καµία τιµή του ω, άρα για αυτήν την οριακή τιµή του
δεν υπάρχει τοµή του συµπληρωµατικού γεωµετρικού τόπου µε τον φανταστικό άξονα.
Για
→ −∞ η εξίσωση έχει πλέον ως εξής:
−„ + 2„& = 0
από όπου προφανώς καταδεικνύεται ότι το „ = 0 είναι όντως λύση της χαρακτηριστικής
εξίσωσης του → −∞, δηλαδή ο συµπληρωµατικός γεωµετρικός τόπος θα πλησιάζει
ασυµπτωτικά το φανταστικό άξονα στο σηµείο (0,0), πάντα από τιµές αστάθειας.
Με χρήση της εντολής roots στο MATLAB µπορούµε να δείξουµε ότι δεν υπάρχει
ικανοποιεί τη συνθήκη Routh.
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που να
Κανόνας 8: Έλεγχος της συµβατότητας των προηγουµένων κανόνων, θεµελίωση των
πραγµατικών τµηµάτων του γεωµετρικού τόπου και ποιοτική σχεδίαση.
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, αναφέραµε στον κανόνα 2 ότι τα ευθύγραµµα τµήµα επί του
πραγµατικού άξονα µε H(3I( ) µεταξύ +∞ και 2, µεταξύ 1 και 0 και µεταξύ −2 και −7
µπορούν να είναι τµήµατα του συµπληρωµατικού γεωµετρικού τόπου ριζών. Παρατηρούµε
ότι αυτά είναι πλήρως συµβατά µε τις γωνίες εκκίνησης και τα σηµεία θλάσης. Θα
θεµελιώσουµε, µε χρήση των ορισµάτων των µιγάδων, ότι αυτά τα διαστήµατα είναι
πράγµατι τµήµατα του γ.τ. Όντως,
Α) Για ∈ (2, +∞) ισχύει ότι
( − 2) ∈ ℝ, − 2 > 0 άρα ( − 2) = | − 2|( )`
( − 1) ∈ ℝ, − 1 > 0 άρα ( − 1) = | − 1|( )`
( + 7) ∈ ℝ, + 7 > 0 άρα ( + 7) = | + 7|( )`
(
+ 24 + 145) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 για κάθε
∈ ℝ, > 0 άρα
∈ ℝ
= | |( )`
( + 2) ∈ ℝ, + 2 > 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )`
Άρα, η εξίσωση
1
=−
( )
γίνεται
| |( )` =
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145) )(`ˆ`ˆ`ˆ`=`=`)
(
| + 2|| |
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (2, +∞) ικανοποιούν την ισότητα των µιγαδικών ορισµάτων
στην παραπάνω εξίσωση. Εποµένως για κάθε τέτοιο µπορώ να βρω ένα από την κάτωθι
σχέση των µέτρων.
| |=
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145)
| + 2|| |
Άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ.
Β) Για ∈ (0,1) ισχύει ότι
( − 2) ∈ ℝ, − 2 < 0 άρα ( − 2) = | − 2|( )S
( − 1) ∈ ℝ, − 1 < 0 άρα ( − 1) = | − 1|( )S
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( + 7) ∈ ℝ, + 7 > 0 άρα ( + 7) = | + 7|( )`
(
+ 24 + 145) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 για κάθε
∈ ℝ, > 0 άρα
∈ ℝ
= | |( )`
( + 2) ∈ ℝ, + 2 > 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )`
Άρα, η εξίσωση
1
=−
( )
γίνεται
| |( )` =
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145) )(SˆSˆ`ˆ`=`=`)
(
| + 2|| |
Άρα όντως όλα τα σηµεία µε ∈ (0,1) ικανοποιούν την ισότητα των µιγαδικών ορισµάτων
στην παραπάνω εξίσωση, ακριβώς διότι έχουν δεξιά τους άρτιο αριθµό πόλων και µηδενικών
της ( ) . Εποµένως για κάθε τέτοιο µπορώ να βρω ένα από την κάτωθι σχέση των
µέτρων.
| |=
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145)
| + 2|| |
Άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ.
Γ) Για ∈ (−7, −2) ισχύει ότι
( − 2) ∈ ℝ, − 2 < 0 άρα ( − 2) = | − 2|( )S
( − 1) ∈ ℝ, − 1 < 0 άρα ( − 1) = | − 1|( )S
( + 7) ∈ ℝ, + 7 > 0 άρα ( + 7) = | + 7|( )`
(
+ 24 + 145) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 για κάθε
∈ ℝ, < 0 άρα
∈ ℝ
= | |( )S
( + 2) ∈ ℝ, + 2 < 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )S
Άρα, η εξίσωση
1
=−
( )
γίνεται
| |( )` =
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145) )(SˆSˆ`ˆ`=S=S)
(
| + 2|| |
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Άρα όντως όλα τα σηµεία µε ∈ (−7, −2) ικανοποιούν την ισότητα των µιγαδικών
ορισµάτων στην παραπάνω εξίσωση, ακριβώς διότι έχουν δεξιά τους άρτιο αριθµό πόλων
και µηδενικών της ( ) . Εποµένως για κάθε τέτοιο µπορώ να βρω ένα από την κάτωθι
σχέση των µέτρων.
| |=
| − 2|| − 1|| + 7|( + 24 + 145)
| + 2|| |
Άρα όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ.
Για τη σχεδίαση του γεωµετρικού τόπου συνδυάζουµε όλα τα ανωτέρω: παρατηρούµε κατ’
αρχήν ότι από τον πόλο (2,0) ο αντίστοιχος κλάδος του συµπληρωµατικού γεωµετρικού
τόπου έστω αυτός mg φεύγει µε γωνία 0 και παραµένει επί του πραγµατικού άξονος. Επειδή
δεν υπάρχει µηδενικό ή σηµείο θλάσης για πραγµατικό > 2, ο κλάδος αυτός ακολουθεί την
ασύµπτωτο µε γωνία 0. Από τον πόλο (1,0) ένας άλλος κλάδος του γεωµετρικού τόπου,
έστω ο mg , εκκινεί µε γωνία e και παραµένει επί του πραγµατικού άξονος. Ο κλάδος αυτός
θα περατούται στο µηδενικό A = 0, όπου, σύµφωνα µε τα προηγούµενα, ο
συµπληρωµατικός γεωµετρικός τόπος αφίκνειται µε γωνία e.
Από τον πόλο (−7,0) ένας τρίτος κλάδος του γ.τ., έστω ο mgB, εκκινεί µε γωνία 0 και
παραµένει επί του πραγµατικού άξονος. Ο κλάδος αυτός υποχρεωτικά περατούται στο
κοντινώτερο σηµείο θλάσης ή µηδενικό, στην προκειµένη περίπτωση στο µηδενικό A = −2.
Αυτό το συµπέρασµα συµφωνεί µε τα προηγούµενα, αφού ο συµπληρωµατικός γ.τ. θα
αφικνείται στο µηδενικό (-2,0) µε γωνία 0 και δεν έχει σηµεία θλάσης. Εποµένως, οι κλάδοι,
έστωσαν οι mg8 και mg7 , οι οποίοι εκκινούν από τους δύο πόλους που απέµειναν, τους
µιγαδικούς πόλους(−12 + &) και (−12 − &), θα ακολουθούν τις δύο ασυµπτώτους που
απέµειναν, µε γωνίες . L =
S
B
και . L =
8S
.
B
Αυτή είναι η µέγιστη πληροφορία που µπορούµε
να αντλήσουµε από τους προαναφερθέντες κανόνες σχεδίασης.
Παράδειγµα 10
Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των ριζών του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του κάτωθι
κλειστού βρόχου:
( )
+
( )
_
Σχήµα 9.1
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( )
( )=
ή ισοδυνάµως ( ) =
( )
,
( )
( + 3) ( + 4)
1
(( + 1) + 9) ( + 2)B ( − 2)
όπου
( ) = ( + 3) ( + 4),
1
( ) = (( + 1) + 9) ( + 2)B ( − )
2
Παρατηρούµε ότι αυτή η τοπολογία είναι της µορφής του σχήµατος 2.
Ισοδυνάµως, µπορούµε να γράψουµε τη συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόχου του
σχήµατος 9.1, ως εξής
( )
( )=
=
1+ ( )
( )=
( )
( )
⟺
( )
1+
( )
( )
( )+ ( )
Άρα πρέπει να µελετήσουµε τον γεωµετρικό τόπο των ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης
( ) + ( ) = 0 , µε > 0.
Για τη µελέτη εφαρµόζουµε τους γνωστούς κανόνες.
Κανόνας 1: Ο γεωµετρικός τόπος των ριζών θα έχει οκτώ κλάδους, διότι η συνάρτηση
µεταφοράς ( ) έχει οκτώ πόλους, έναν τριπλό στο −2, έναν διπλό στο −1 − 3&,έναν διπλό
στο −1 + 3&(δηλαδή ένα ζεύγος συζυγών πόλων) και έναν µονό στο
. Επίσης η εξίσωση
έχει τρία µηδενικά, δύο µηδενικά στο −3, καθώς και ένα µηδενικό στο −4. Κάθε κλάδος θα
ξεκινάει από έναν αντίστοιχο πόλο και, επειδή η ( ) έχει τρία µηδενικά, τρεις κλάδοι θα
περατούνται στα µηδενικά.
Κανόνας 2: Ένας κλάδος του γεωµετρικού τόπου βρίσκεται στον πραγµατικό άξονα µόνον
όταν δεξιά του υπάρχει περιττός αριθµός πόλων και µηδενικών της ( ) (ΠΡΟΣΟΧΗ!
Επειδή > 0) . Τονίζεται ότι, εφόσον τα πολυώνυµα της ( ) έχουν πραγµατικούς
συντελεστές, όταν και όπου έχω συζυγείς ρίζες, αυτές τύποις προσµετρώνται στην
περιττότητα, αλλά κατ’ ουσίαν τις αγνοώ, αφού † περιττός ⇔ † + 2 περιττός.
∆ιατάσσουµε τους πραγµατικούς πόλους και µηδενικά από το µικρότερο στο µεγαλύτερο:
−4, −3, −3, −2, −2, −2, .
Εποµένως τα τµήµατα του γ.τ του πραγµατικού άξονος είναι τα διαστήµατα :
1
»−2, ¼½ (−∞, −4)
2
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Η θεµελίωση µπορεί να γίνει, όπως πριν , κατά τα γνωστά.
Κανόνας 3: Επειδή ο βαθµός του παρονοµαστή της ( ) είναι µεγαλύτερος από τον βαθµό
του αριθµητή αυτής κατά 5, υπάρχουν 5 ασύµπτωτοι στο γεωµετρικό τόπο. Το σηµείο τοµής
των ασυµπτώτων µε τον άξονα των $ δίνεται από τον τύπο
KL =
(ά.d•oŽ‹neόg„† ( ) − ά.d•oŽ‹n‹•‘~†omώ† ( ))
.
(egή.•Œeόg„† ( ) − egή.•Œ‹•‘~†omώ† ( ))
Άρα, εν προκειµένω,
1
k−2 − 2 − 2 + (−1 + 3&) + (−1 + 3&) + (−1 − 3&) + (−1 − 3&) + l − (−3 − 3 − 4)
2
K =
=
(8 − 3)
L
K L = 0,1.
Εννοείται ότι κατά τον υπολογισµό του σηµείου τοµής θα µπορούσε να είχε ληφθεί εξαρχής
υπόψιν η πολλαπλότητα των πόλων και µηδενικών της ( ), δηλαδή θα µπορούσαµε να
είχαµε γράψει εξαρχής:
KL =
+
4
(B(= )ˆ (= ˆB))ˆ (= =B))ˆ )=( (=B)=8)
›=B
Κανόνας 4: Εάν 0 είναι ο αριθµός πόλων του ( ) και a είναι ο αριθµός των µηδενικών της,
τότε οι ασύµπτωτοι αναχωρούν από το σηµείο τοµής τους K L κατά γωνίες που δίνονται από
τον τύπο
.NL =
(2d + 1)e
,
0−a
d = 0,1, … , 0 − a − 1
Εν προκειµένω,
.NL =
(2d + 1)e (2d + 1)e
=
,d = 0,1, … ,4
8−3
5
e
3e
5e
7e
9e
.`L = ,. L =
,. L =
= e,.BL =
,.8L =
5
5
5
5
5
Κανόνας 5: Εντοπισµός του σηµείου θλάσης
Έχουµε σηµείο θλάσης εκεί που έχουµε διπλές ρίζες της υποτιθέµενης συνάρτησης ( ),
διότι από το σηµείο αυτό εκκινούν δύο τουλάχιστον διαφορετικά τµήµατα του γεωµετρικού
τόπου. Εποµένως, για τον υπολογισµό του σηµείου θλάσης λύνω τη χαρακτηριστική εξίσωση
ως προς . Οπότε, εν προκειµένω λαµβάνω
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=−
( ) u
⇒
=
( ) u
¾(
+ 56.5
+ 330
) ( ) − ( ) ¾( )
,
( )
¾(
) ( ) − ( ) ¾( ) = 0
όπου
¾(
)=8
“
š
¾(
7
+ 1050
)=3
8
+ 2160
+ 20
B
+ 2826
+ 1768 + 40
+ 33
Η ύπαρξη διπλής ρίζας στο σηµείο θλάσης απαιτεί να µηδενίζεται ο αριθµητής της ως άνω
παράστασης
5
`
+ 98
°
°
™
, γεγονός που οδηγεί στην εξίσωση.
+ 871 › + 4789 “ + 18309 š + 50400
+ 131708 + 71648 + 14640 = 0
7
+ 99796
8
+ 139852
B
Οι ρίζες της ανωτέρω εξισώσεως είναι οι:
œy = −5.1984, œy = −3.4214, œyB = −3,œy8 = œy7 = −2, œyš = −0.4164,
œy“ = −1 + 3&, œy› = −1 − 3&, œy™ = −0.7818 + 1.6380&, œy
`
= −0.7818 − 1.6380&
Τονίζουµε µετ’ επιτάσεως ότι η διπλή ρίζα −2 και η −3 ήταν αναµενόµενες από την αρχική
παραγοντοποιηµένη µορφή των ( ) και ( ).
Είναι προφανές ότι απορρίπτουµε τις µιγαδικές λύσεις διότι το πρέπει να είναι θετικό και
πραγµατικό. Επιπλέον, το σηµείο θλάσης πρέπει να βρίσκεται πάντα επί του πραγµατικού
άξονα.
Εποµένως, για να είναι κάποιο από τα πιθανά σηµεία θλάσης, όντως σηµείο θλάσης, πρέπει
να ικανοποιεί την χαρακτηριστική εξίσωση για κάποια πραγµατική, θετική τιµή του . Εν
προκειµένω αυτό ισχύει µόνο για τα
y = −5.1984, y = −3,yB = −2, y8 = −0.4164
Προσοχή! ∆ιαπιστώνουµε ότι τα πραγµατικά σηµεία θλάσης είναι συµβατά µε τα τµήµατα
του γεωµετρικού τόπου που βρίσκονται επί του πραγµατικού άξονα. Αυτή η σηµαντική
διαπίστωση θα µπορούσε να µας είχε οδηγήσει εξ αρχής στην απόρριψη πραγµατικών
σηµείων θλάσης που δεν ανήκουν σε τµήµατα κλάδων που ευρίσκονται επί του πραγµατικού
άξονα.
( ) = ( + 3) ( + 4),
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1
( ) = (( + 1) + 9) ( + 2)B ( − )
2
Κανόνας 6: Γωνία εκκίνησης από τους πόλους και γωνία άφιξης στα µηδενικά
α) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο − .
Κοντά στον πόλο −2 ισχύει
= −2 + ~, ~ ∈ ¢, όπου |ε| πολύ µικρή ποσότητα. Συνεπώς
1
1
~ B ((−2 + 1) + 9) k−2 − 2l
(( + 1) + 9) ( + 2)B ( − )
( )
1
2
=−
=−
≅−
⇒
( + 3) ( + 4)
(−2 + 3) (−2 + 4)
( )
( )
Όπου στο τελευταίο βήµα θεωρήσαµε ότι σε κάθε µηδενικό και πόλο ≠ −2 ισχύει
A• − 2 + ~ ≅ A• − 2
και
•
−2+~ ≅
•
−2
Άρα
3
−~ B 10 k− 2l
=−
1 ∙ 2
Τα πρόσηµα καθορίζουν τη σχέση των ορισµάτων , οπότε θέτοντας
~ = |~|( )‚¿
λαµβάνουµε την εξίσωση ορισµάτων-γωνιών:
2de = 3ƒ[ ⟺ ƒ[ =
2de
,d ∈ ℤ
3
Επειδή µας ενδιαφέρουν µόνο τα πρωτεύοντα ορίσµατα του ~ πρέπει να ισχύει
0 ≤ ƒ[ < 2e ⇒ d = 0,1,2
Άρα από τον τριπλό πόλο −2 αναχωρούν τρεις κλάδοι, ο ένας µε γωνία µηδέν, ο ένας µε
S
γωνία B και ο τελευταίος µε γωνία
Αυτό σηµαίνει ότι από τον πόλο
8S
.
B
= −2 o γ.τ. εκκινεί µε γωνία 0.
α) Γωνία εκκίνησης από τον διπλό πόλο – Ÿ + ¡¥.
Κοντά στον πόλο −1 + 3& ισχύει
Συνεπώς
= −1 + 3& + ~, ~ ∈ ¢, όπου |ε| πολύ µικρή ποσότητα.
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1
(( + 1) + 9) ( + 2)B ( − )
( )
1
2
=−
=−
( )
( + 3) ( + 4)
( )
1
~ (−1 + 3& + 1 + 3&) (−1 + 3& + 2)B k−1 + 3& − l
2 ⇒
≅−
(−1 + 3& + 3) (−1 + 3& + 4)
Όπου στο τελευταίο βήµα θεωρήσαµε ότι σε κάθε µηδενικό και πόλο ≠ −1 + 3& ισχύει
A• − 1 + 3& + ~ ≅ A• − 1 + 3&
και
•
− 1 + 3& + ~ ≅
•
− 1 + 3&
Άρα
=−
3
~ (−9)(1 + 3&)B k− 2 + 3&l
(2 + 3&) (3 + 3&)
Θέτοντας
~ = |~|( )‚¿
λαµβάνουµε την εξίσωση ορισµάτων-γωνιών:
e + 2de = 2ƒ[ + 5,8793 ⟺ ƒ[ = de − 1,3688,d ∈ ℤ
Επειδή µας ενδιαφέρουν µόνο τα πρωτεύοντα ορίσµατα του ~ πρέπει να ισχύει
0 ≤ ƒ[ ≤ 2e ⟺ 0 ≤ de − 1,3688 ≤ 2e ⟺ 1,3688 ≤ de ≤ 1,3688 + 2e
0,4357 ≤ d ≤ 2,4357 ⇒ d = 1,2
Άρα από τον διπλό πόλο −1 + 3& αναχωρούν δύο κλάδοι, ο ένας µε γωνία 101.57O και ο
δεύτερος µε γωνία 281.57O .
β) Γωνία εκκίνησης από τον πόλο – Ÿ − ¡¥.
Λόγω συµµετρίας του Γ.Τ.Ρ. από τον διπλό πόλο −1 − 3& αναχωρούν δύο κλάδοι, ο ένας
µε γωνία −101.57O και ο δεύτερος µε γωνία −281.57O .
δ) Γωνία άφιξης στο διπλό µηδενικό −¡
Κοντά στο µηδενικό −3 ισχύει
= −3 − ~, ~ ∈ ¢, όπου |ε| πολύ µικρή ποσότητα. Συνεπώς
1
1
(( + 1) + 9) ( + 2)B ( − 2)
((−3 + 1) + 9) (−3 + 2)B (−3 − 2)
( )
1
=−
=−
≅−
⇒
( )
( + 3) ( + 4)
~ (−3 + 4)
( )
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Όπου στο τελευταίο βήµα θεωρήσαµε ότι σε κάθε µηδενικό και πόλο ≠ −3 ισχύει
A• − 1 + 3& + ~ ≅ A• − 1 + 3&
και
•
− 1 + 3& + ~ ≅
•
− 1 + 3&
Άρα
3
13 (−1)(− 2)
=−
~ ∙ 1
Θέτοντας
~ = |~|( )‚¿
λαµβάνουµε την εξίσωση ορισµάτων-γωνιών:
2de = −2ƒ[ + e ⟺ ƒ[ = −de +
e
,d ∈ ℤ
2
Επειδή µας ενδιαφέρουν µόνο τα πρωτεύοντα ορίσµατα του ~ πρέπει να ισχύει
0 ≤ ƒ[ < 2e ⟺ 0 ≤ −de +
e
1
3
< 2e ⟺ − ≤ −d < ⟺
2
2
2
3
1
− < d ≤ ⇒ d = −1,0
2
2
S
Άρα στο διπλό µηδενικό −3 αφικνούνται δύο κλάδοι, ο ένας µε γωνία και ο δεύτερος µε
γωνία
BS
.
Κανόνας 7: Τοµή µε φανταστικό άξονα
Τα ( ) και ( ) ανεπτυγµένα είναι
( )=
›
+ 9.5
“
+ 55
š
+ 210
( )=
B
7
+ 540
+ 10
8
+ 942
B
+ 884
+ 40 − 400
+ 33 + 36
Στο σηµείο αυτό διευκολύνει σηµαντικά την διαδικασία η παρατήρηση ότι το
χαρακτηριστικό πολυώνυµο
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’(
’(
)=
) = ( + 2)( + 5)( + 8)(
7
+ 17
8
+ (101 + )
B
+ 2 + 5) + + (287 + 4 )
(
+ 4 + 5) ⇔
+ (490 + 5 ) + 400 = 0
εµφανίζει το κέρδος στους συντελεστές των B , και . Εποµένως, αναµένει κανείς ότι ο
εντοπισµός του µέσω του κριτηρίου Routh θα είναι ιδιαιτέρως κοπιαστικός όπως θα
διαφανεί και στο παράδειγµα 8. Είναι συνεπώς καλύτερο να επιχειρήσει κανείς να θέσει
= „& , „ ∈ ℝ ,οπότε λαµβάνει:
’ („&)
= „7 & + 17„8 − (101 + )„B & − (287 + 4 )„ + (490 + 5 )„& + 400 = 0 ⇔
17„8 − (287 + 4 )„ + 400 = 0
(Ε7.1)
„7 − (101 + )„B + (490 + 5 )„ = 0
(Ε7.2)
Η εξίσωση (Ε7.1) που αφορά το πραγµατικό µέρος, έχει διακρίνουσα
< = (287 + 4 ) − 4·17·400,
η οποία πρέπει να ικανοποιεί την ανίσωση < ≥ 0 , ως αναγκαία συνθήκη ώστε το „ να είναι
πραγµατικό. Αυτό συνεπάγεται ότι
≥ −30.52. (υπενθυµίζεται ότι έχουµε υποθέσει ότι
≥ 0 ).
Οµοίως, η εξίσωση (Ε7.2) που αφορά το φανταστικό µέρος και αν προς στιγµήν υποθέσουµε
ότι „ ≠ 0, έχει διακρίνουσα ,
< = (101 + ) − 4(490 + 5 ),
η οποία επίσης πρέπει να ικανοποιεί την ανίσωση < ≥ 0 , ως αναγκαία συνθήκη ώστε το „
να είναι πραγµατικό. Αυτό συνεπάγεται ότι
≥ −84,67.
Εποµένως, όσον αφορά τις διακρίνουσες και τον αρχικό περιορισµό του , το κοινό πεδίο
συναλήθευσης απαιτεί
0≤
Στο σηµείο αυτό πολλαπλασιάζουµε την (Ε7.2) µε −17 αφού απλοποιήσουµε το „,
υποθέτοντας „ ≠ 0 , και προσθέτουµε το αποτέλεσµα στην (Ε7.1). Κατ’ αυτόν τον τρόπο, το
„8 απλοποιείται και προκύπτει η εξίσωση:
(13 + 1430)„ − (85 + 7930) = 0 ⇔
„ =
85 + 7930
,
13 + 1430
≥0
Αντικαθιστώντας αυτή την τιµή του „ στην απλοποιηµένη (Ε7.2) λαµβάνουµε
85 + 7930
85 + 7930
t − (101 + )
+ (490 + 5 ) = 0 ⇔
s
13 + 1430
13 + 1430
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(85 + 7930) − (101 + )(85 + 7930)(13 + 1430) + (490 + 5 )(13 + 1430) = 0 ⇔
−260
B
− 60310
− 4237740 – 80444000 = 0
Η εξίσωση αυτή δίνει δύο µιγαδικές ρίζες και µια πραγµατική αρνητική την
= −0.30
Κατά συνέπεια , και µε δεδοµένο ότι το πρέπει να είναι θετικό διαπιστώνουµε ότι δεν
υπάρχει τοµή του γεωµετρικού τόπου µε τον φανταστικό άξονα.
Εν τούτοις, απλή παρατήρηση δείχνει ότι το ζεύγος „ = 0 και
χαρακτηριστική εξίσωση, αφού
’ („&)
= +∞ ικανοποιεί τη
= „7 & + 17„8 − (101 + )„B & − (287 + 4 )„ + (490 + 5 )„& + 400 = 0 ⇔
„7 & + 17„8 + 400
−
(101 + )„B &
−
(287 + 4 )„
+
(490 + 5 )„&
=0
Παρατηρούµε ότι του → ∞ το πρώτο κλάσµα τείνει στο µηδέν το δεύτερο στο −„B & το
τρίτο στο −4„ και το τέταρτο στο 5„&. Συνεπώς η εξίσωση έχει πλέον ως εξής:
−„B & − 4„ + 5„& = 0
από όπου προφανώς καταδεικνύεται ότι το „ = 0 είναι όντως λύση της χαρακτηριστικής
εξίσωσης του → ∞, δηλαδή ο γεωµετρικός τόπος θα συναντά το φανταστικό άξονα στο
σηµείο (0,0).
Κανόνας 8: Έλεγχος της συµβατότητας των προηγουµένων κανόνων, θεµελίωση των
πραγµατικών τµηµάτων του γ.τ. και ποιοτική σχεδίαση αυτού.
Στο συγκεκριµένο παράδειγµα, αναφέραµε στον κανόνα 1 ότι το ευθύγραµµο τµήµα επί του
πραγµατικού άξονα από το −2 έως το 0 µπορεί να είναι µέρος του γ.τ.. Το ίδιο
παρατηρήσαµε για το ευθύγραµµο τµήµα από το −8 έως το −5 .Παρατηρούµε ότι αυτά είναι
πλήρως συµβατά µε τις γωνίες εκκίνησης και το σηµείο θλάσης. Θα θεµελιώσουµε, µε χρήση
των ορισµάτων των µιγάδων, ότι αυτά τα διαστήµατα είναι πράγµατι τµήµατα του γ.τ. Όντως,
Α) Για ∈ (−2,0) ισχύει ότι
( + 2) ∈ ℝ, + 2 > 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )`
( + 5) ∈ ℝ, + 5 > 0 άρα ( + 5) = | + 5|( )`
( + 8) ∈ ℝ, + 8 > 0 άρα ( + 8) = | + 8|( )`
∈ ℝ, < 0 άρα
(
(
+ 2 + 5) ∈ ℝ,
+ 4 + 5) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 άρα (
= | |( )S
+ 2 + 5) = |
+ 4 + 5 > 0 άρα ( + 4 + 5) = |
µιγαδικές ρίζες
Άρα, η εξίσωση
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+ 2 + 5|( )`
+ 4 + 5|( )` , επειδή έχει
( )
1
=− =−
( )
( )
γίνεται
| |( )S =
| + 2|| + 5|| + 8|| + 2 + 5| )(`ˆ`ˆ`ˆ`=S=`)
(
| + 4 + 5|| |
Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−2,0) ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε
τέτοιο βρίσκω κι ένα για το οποίο ισχύει
| |=
| + 2|| + 5|| + 8|| + 2 + 5|
| + 4 + 5|| |
δεδοµένου ότι η ισότητα των ορισµάτων έχει εξασφαλιστεί. Άρα όλα αυτά τα αποτελούν
µέρος του γ.τ..
Β) Οµοίως, για ∈ (−8, −5) ισχύουν
( + 2) ∈ ℝ, + 2 < 0 άρα ( + 2) = | + 2|( )S
( + 5) ∈ ℝ, + 5 < 0 άρα ( + 5) = | + 5|( )S
( + 8) ∈ ℝ, + 8 > 0 άρα ( + 8) = | + 8|( )`
(
+ 2 + 5) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 άρα (
∈ ℝ, < 0 άρα
(
+ 4 + 5) ∈ ℝ,
+ 2 + 5 > 0 άρα (
+ 2 + 5) = |
+ 2 + 5|( )`
= | |( )S
+ 4 + 5) = |
+ 4 + 5|( )`
Άρα,
| |( )S =
| + 2|| + 5|| + 8|| + 2 + 5| )(SˆSˆ`ˆ`=S=`)
(
⇒
| + 4 + 5|| |
| |( )S =
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2| )S
(
| + 4|
Παρατηρούµε εκ νέου ότι, το γεγονός πως έχουµε περιττό αριθµό πόλων και µηδενικών της
( ) δεξιά ενός σηµείου του πραγµατικού άξονα, µας εξασφαλίζει την ισότητα των
µιγαδικών ορισµάτων στην εξίσωση
X( )
= − .Άρα όλα τα σηµεία µε ∈ (−8, −5)
ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση, αφού για κάθε τέτοιο βρίσκω κι ένα
ισχύει
| |=
| || + 6|| + 8|| + 2 + 2|
| + 4|
συνεπώς όλα αυτά τα αποτελούν µέρος του γ.τ..
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για το οποίο
Ποιοτική σχεδίαση του γεωµετρικού τόπου
Σύµφωνα µε όλα τα ανωτέρω, από το = −2 ο γ.τ. εκκινεί µε γωνία 0, παραµένει επί του
άξονος των • µέχρι το µηδενικό A = 0 της ( ), αφού στο διάστηµα (−2,0) δεν υπάρχει
σηµείο θλάσης. Άρα το διάστηµα [−2,0] είναι ένας κλάδος του γ.τ., που εκκινεί από πόλο
και καταλήγει σε µηδενικό της ( ). Εν συνεχεία, ο δεύτερος κλάδος εκκινεί από το
=
−5 µε γωνία e, και εξακολουθεί να παραµένει επί του άξονος των •, µέχρι το σηµείο θλάσης
y = (−6,4611,0) απ’ όπου εκκινεί, τείνοντας να συµπέσει προς τις ασυµπτώτους. Ο τρίτος
κλάδος εκκινεί από τον πόλο B = −8 µε γωνία 0 και παραµένει επί του άξονος των • µέχρι
να φτάσει στο σηµείο θλάσης. Από το σηµείο θλάσης εγκαταλείπει τον πραγµατικό άξονα
τείνοντας να συµπέσει µε την άλλη ασύµπτωτο, συµµετρικά του προηγούµενου κλάδου γύρω
από τον πραγµατικό άξονα. Από τον µιγαδικό πόλο 8 = −1 − 2& ένας τέταρτος κλάδος του
γεωµετρικού τόπου ριζών εκκινεί µε γωνία −217,184 µοιρών και περατούται στο µηδενικό
της ( ) A = −2 − & µε γωνία 115,16 µοιρών. Τέλος, από τον πόλο 7 = −1 + 2& , εκκινεί
ο τελευταίος κλάδος του γεωµετρικού τόπου µε γωνία 217,184, και περατούται στο µηδενικό
της ( ) AB = −2 + & µε γωνία −115,16 µοιρών.
Σηµειωτέον ότι το µοναδικό σηµείο τοµής µε το φανταστικό άξονα είναι το (0,0), το οποίο
προκύπτει όταν → ∞
rlocus_paradeigma7_taxi5.m
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