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                        1. ΟΡΙΣΜΟΣ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΑΝΑΛΟΓΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ
Από αυστηρά µαθηµατικής απόψεως, ένα οποιοδήποτε αναλογικό σύστηµα
είναι ένας τελεστής που δρα σε συναρτήσεις που θεωρούνται ως είσοδοι, παράγοντας
έναν αριθµό εξόδων.
Θα επικεντρωθούµε, τουλάχιστον καταρχήν, σε συστήµατα µιας εισόδουµίας εξόδου. Ένα τέτοιο σύστηµα είναι γραµµικό, όταν και µόνον όταν περιγράφεται
από ένα γραµµικό τελεστή. Ισοδυνάµως, ισχύει ο εξής ορισµός:
ΟΡΙΣΜΟΣ (1) ΑΝΑΛΟΓΙΚΟΥ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ.
Ένα αναλογικό σύστηµα Τ ∙ λέγεται γραµµικό όταν για δύο οποιεσδήποτε εισόδους
x t , x t και δύο οποιαδήποτε βαθµωτά µεγέθη (δηλαδή αριθµούς) α, β ισχύει:
Τ αx t + βx t = αΤ x t + βΤ x t
Σε εναλλακτική διατύπωση, εάν το σύστηµα Τ ∙ , δεχόµενο σαν είσοδο την x t ,
παράγει σαν έξοδο την y t , ενώ µε είσοδο την x t , παράγει σαν έξοδο την y t ,
τότε όταν το σύστηµα δέχεται σαν είσοδο την αx t + βx t παράγει σαν έξοδο το
α t + βy t .
Προσοχή: Τα ανωτέρω πρέπει να ισχύουν για δύο οποιεσδήποτε ακολουθίες x t ,
x t και για κάθε ζεύγη αριθµών α, β .
Η µεταβλητή t κατά κανόνα παίρνει τιµές σε ένα διάστηµα που είναι υποσύνολο των
πραγµατικών αριθµών.
Παραδείγµατα γραµµικών αναλογικών συστηµάτων
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1:
Ένα σύστηµα τέτοιο ώστε Τ x t = 3x t είναι προφανώς γραµµικό. (Το σύστηµα
Τ x t = 3x t + 5 είναι γραµµικό;)
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2:
Το σύστηµα τέτοιο ώστε Τ x t =
είναι γραµµικό, όπως προκύπτει άµεσα από
τη γραµµικότητα της παραγώγου, δηλαδή από την ταυτότητα:
d
dx t
dx t
αx t + βx t = α
+β
dt
dt
dt
Ένα σύστηµα τέτοιο ώστε Τ x t =
είναι γραµµικό, όπως προκύπτει άµεσα
από τη γραµµικότητα της δευτέρας παραγώγου:
d
d x t
d x t
αx t + βx t = α
+β
dt
dt
dt
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3:
1
Ένα σύστηµα τέτοιο ώστε Τ x t =
είναι γραµµικό, όπως προκύπτει άµεσα
από τη γραµµικότητα της n-οστής παραγώγου:
d
d x t
d x t
αx t + βx t = α
+β
dt
dt
dt
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4:
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5:
Έστωσαν δύο σταθεροί, µη αρνητικοί αριθµοί t , t , τότε το σύστηµα
"
Τ x t =
!"# x t dt
"
είναι γραµµικό, ως άµεση συνέπεια της γραµµικότητας του ολοκληρώµατος. ∆ηλαδή,
1
t +t
% αx t + βx t dt
"#
1
= α&
t +t
"
"
"#
"#
1
% x t dt' + β &
t +t
% x t dt'
ΘΕΩΡΗΜΑ 1.
Εάν το σύστηµα Τ είναι γραµµικό, τότε για ένα πεπερασµένο πλήθος εισόδων
x t , x t , … , x) t , ισχύει
Τ α x t + α x t + ⋯ + α+ x) t
= α Τ x t + α Τ x t + ⋯ + α+ Τ x) t
Απόδειξη
Με απλή επαγωγή, χρησιµοποιώντας την προσεταιριστική ιδιότητα των πραγµατικών
συναρτήσεων µαζί µε τον ορισµό 1, δηλαδή
)
)#
)#
Τ &, α- x. t ' = Τ 0, α- x. t + α) x) t 1 = Τ &, α- x. t ' + α) Τ x) t
./
./
./
=⋯
Ο.Ε.∆.
Σηµαντική σηµείωση: Η ιδιότητα της γραµµικότητας στην έξοδο ενός γραµµικού
συστήµατος διατηρείται υπό προϋποθέσεις (οµοιόµορφη σύγκλιση) όταν η είσοδος
αυτού του συστήµατος είναι άπειρη σειρά ακολουθιών εισόδου. Επειδή, δε, το
ολοκλήρωµα είναι µια άπειρη σειρά στοιχειωδών τραπεζίων, µπορώ να εναλλάξω τη
δράση του τελεστή 2 µε το ολοκλήρωµα µιας τυχούσης συναρτήσεως/σήµατος 3 4 .
∆ηλαδή εάν η σύγκλιση είναι καλή, κάτι που το θεωρώ δεδοµένο για τις
περισσότερες εφαρµογές, µπορώ να γράψω 5 6!9 3 4 74: = !9 5 3 4 74.
8
8
ΘΕΩΡΗΜΑ 2.
Εάν τα συστήµατα Τ , Τ , … , Τ+ είναι γραµµικά, τότε ένας οποιοσδήποτε γραµµικός
συνδυασµός αυτών είναι γραµµικό σύστηµα.
2
Απόδειξη
Η απόδειξη θα δοθεί µε απλή επαγωγή χρησιµοποιώντας την προσεταιριστική
ιδιότητα των πραγµατικών συναρτήσεων. Θα δείξουµε µόνο το βήµα της επαγωγής
που αφορά δύο γραµµικά συστήµατα Τ , Τ , όπου το συνολικό σύστηµα είναι το
Τ = ;Τ + μΤ . Πράγµατι, για κάθε ζεύγος συναρτήσεων εισόδου x t , x t και
κάθε ζεύγος αριθµών α,β ισχύει:
Τ αx t + βx t = ;Τ + μΤ αx t + βx t =
λΤ αx t + βx t + μΤ αx t + βx t =
= αλΤ x t + βλΤ x t + αμΤ x t + βμΤ x t
= α 6λΤ x t
+ μΤ x t : + β 6λΤ x t
= αΤ x t
+ βΤ x t
+ μΤ x t : =
Ο.Ε.∆.
Αλληλουχία γραµµικών συστηµάτων
Ας θεωρήσουµε τα γραµµικά συστήµατα Τ , Τ , … , Τ+ και επιπλέον ότι η έξοδος του
Τ γίνεται είσοδος στο Τ , η έξοδος του Τ γίνεται είσοδος στο Τ> ,…, η έξοδος του
Τ+# γίνεται είσοδος στο Τ) . Σχηµατικά,
και συµβολικά T@A x t
= T) BT)# C… DT 6T x t :EFG.
ΘΕΩΡΗΜΑ 3.
Η αλληλουχία T@A ∙ k-γραµµικών συστηµάτων Τ , Τ , … , Τ+ είναι επίσης γραµµικό
σύστηµα.
Απόδειξη
Η απόδειξη θα δοθεί, πάλι, µε απλή επαγωγή. Θα δείξουµε µόνο το βήµα της
επαγωγής που αφορά τρία γραµµικά συστήµατα Τ , Τ , Τ> , όπου το συνολικό σύστηµα
είναι το T@A ∙ = Τ> 6Τ Τ ∙ :. Πράγµατι, για κάθε ζεύγος συναρτήσεων εισόδου
x t , x t και για κάθε ζεύγος αριθµών α,β ισχύει:
T@A αx t + βx t
= Τ> DΤ 6αΤ x t
= Τ> DΤ 6Τ αx t + βx t :E =
+ βΤ x t :E = Τ> DαΤ 6Τ x t : + βΤ 6Τ x t :E =
= αΤ> DΤ 6Τ x t :E + βΤ> DΤ 6Τ x t :E = αT@A x t
ΟΡΙΣΜΟΣ (2) ΣΥΝΕΛΙΞΗΣ ∆ΥΟ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΗΜΑΤΩΝ.
Έστωσαν δύο σήµατα x t , ℎ t .
t ορίζεται ως:
K
Α) Για µη-περιοδικά σήµατα, η συνέλιξη
t =%
εφόσον το ολοκλήρωµα συγκλίνει.
#K
3 w ℎ t − w dw,
3
+ βT@A x t
Ο.Ε.∆.
L
t ορίζεται ως:
Β) Για περιοδικά σήµατα µε περίοδο Τ, η συνέλιξη
t = % 3 w ℎ t − w dw
M
t =3 t ∗ℎ t .
Η συνέλιξη, συχνά, συµβολίζεται µε *. ∆ηλαδή,
parastasi_synelixis.m
Ιδιότητες συνέλιξης
Αντιµεταθετικότητα: 3 t ∗ ℎ t = ℎ t ∗ 3 t
Προσεταιριστικότητα: 3 t ∗ ℎ t
∗O t = 3 t ∗ ℎ t ∗O t
Επιµεριστικότητα ως προς την πρόσθεση:
3 t ∗ ℎ t +O t
= 3 t ∗ℎ t +3 t ∗O t
Μετασχηµατισµός Laplace της συνέλιξης
Ο µετασχηµατισµός Laplace της συνέλιξης δύο συναρτήσεων x t καιℎ t , όπου
x t = ℎ t = 0 για t < 0# , ισούται µε το γινόµενο των µετασχηµατισµών Laplace
των δύο συναρτήσεων (όλες οι συγκλίσεις των ολοκληρωµάτων θεωρούνται καλές).
Ισοδυνάµως, εάν
X s = ℒXx t Y, Z s = ℒXh t Y και Y s = ℒXy t Y = ℒX3 t ∗ ℎ t Y, τότε
Y s =X s H s .
Απόδειξη
Θα δώσουµε την απόδειξη για τη µη-περιοδική περίπτωση, δεδοµένου ότι η απόδειξη
στην περίπτωση της περιοδικής είναι εντελώς ανάλογη.
ℒXy t Y = %
M_
K
]
#^"
K
C%
#K
3 w ℎ t − w dwF dt.
Επειδή, τα όρια του δεύτερου ολοκληρώµατος δεν εξαρτώνται από τη µεταβλητή t,
µπορούµε να ενθέσουµε τον όρο ] #^" εντός του δευτέρου ολοκληρώµατος, οπότε
προκύπτει:
ℒXy t Y = %
M_
K
C%
K
#K
] #^" 3 w ℎ t − w dwF dt.
Εναλλάσσοντας τη σειρά των ολοκληρωµάτων, εφόσον η σύγκλιση το επιτρέπει, πχ.
είναι οµοιόµορφη, και βγάζοντας το 3 w εκτός του ολοκληρώµατος ως προς t,
λαµβάνουµε:
ℒXy t Y = %
K
#K
K
C%
M_
K
] #^" ℎ t − w 74F 3 w dw 1
Αλλά από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace
%
M_
K
] #^" ℎ t − w 74 = Z s ] #^a 2
Αντικαθιστώντας τη (2) στην (1) λαµβάνουµε:
ℒXy t Y = %
#K
Z s ] #a^ 3 w dw = %
=Z s %
M_
M_
K
K
Z s ] #a^ 3 w dw =
] #a^ 3 w dw = Z s c s
4
Ο.Ε.∆.
ΟΡΙΣΜΟΣ (3) και διευκρίνιση.
Η βηµατική συνάρτηση η οποία συνήθως συµβολίζεται ως u(t), είναι εκείνη η οποία
είναι µηδέν για t < 0# ένα για t > 0 και εµφανίζει ασυνέχεια στο t = 0.
∆ιευκρινίζεται ότι µία οποιαδήποτε πραγµατική συνάρτηση µπορεί να περιοριστεί
στους µη αρνητικούς πραγµατικούς αριθµούς ώστε να ισχύει x(t)=0 για t < 0# εάν
την πολλαπλασιάσω µε u(t).
2. ΧΡΟΝΙΚΑ ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ (TIME INVARIANT) ΑΝΑΛΟΓΙΚΑ
ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ
ΟΡΙΣΜΟΣ (4) ΧΡΟΝΙΚΑ ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΩΝ (TIME INVARIANT)
ΑΝΑΛΟΓΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ.
Ένα σύστηµα Τ(∙) λέγεται χρονικά αναλλοίωτο, όταν για κάθε ακολουθία εισόδου
x(t) ισχύουν τα κάτωθι:
Αν
4 =5 3 4
και ℓ οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός , τότε
2 3 4−ℓ = 4−ℓ .
Παράδειγµα 1:
Το σύστηµα 4 = 33 4 είναι προφανώς χρονικά αναλλοίωτο, αλλά το ίδιο ισχύει
και για το σύστηµα 4 = 33 4 το οποίο δεν είναι γραµµικό.
Παράδειγµα 2:
Το σύστηµα Τ x t =
είναι χρονικά αναλλοίωτο. Πράγµατι, εάν στην είσοδο
αυτού θέσουµε το 3 4 − ℓ όπου ℓ οποιοσδήποτε ακέραιος, ισχύει
Τ x t−ℓ
Παράδειγµα 3:
=
dx t − ℓ
73 O
dz
f j
=f
h
=f
dt
dz i/ #ℓ dt i/ #ℓ
z |i/ #ℓ ∙ 1 =
4−ℓ Το σύστηµα Τ x t =
είναι χρονικά αναλλοίωτο. Πράγµατι, εάν στην
είσοδο αυτού θέσουµε το 3 4 − ℓ όπου ℓ οποιοσδήποτε ακέραιος, αποδεικνύεται µε
απλή επαγωγή ότι ισχύει:
Τ
x t−ℓ
Παράδειγµα 4:
=
d x t−ℓ
7 3 O
dz
f j = f
=f
h
dt
dz
dt
i/ #ℓ
z |i/ #ℓ ∙ 1 =
Έστωσαν δύο σταθεροί, µη αρνητικοί αριθµοί t , t , τότε το σύστηµα
5
4 − ℓ i/ #ℓ
Τ
x t
=
!"#
"
x t dt είναι χρονικά αναλλοίωτο. Πράγµατι, εάν στην
είσοδο αυτού θέσουµε το 3 4 − ℓ όπου ℓ οποιοσδήποτε ακέραιος, ισχύει
Έστω l = 4 − ℓ, τότε
Τ
και
Άρα, Τ
x t−ℓ
=
x t−ℓ
Τ
x τ
1
=
t +t
1
=
t +t
"
% x t − ℓ dt
"#
"#ℓ
%
x τ dτ
"#ℓ#
"#ℓ "
1
4−ℓ =
%
3 4 74
4 + 4 "#ℓ #"
4 − ℓ και το σύστηµα είναι χρονικά αναλλοίωτο.
3. ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΧΡΟΝΙΚΑ ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ/ΓΧΑ (LINEAR TIME
INVARIANT/LTI) ΚΑΙ ΛΟΙΠΑ ΑΝΑΛΟΓΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ
Το αιτιατό σύστηµα
Αιτιατό ονοµάζεται ένα σύστηµα η έξοδος του οποίου εξαρτάται από
προηγούµενες/παρούσες αλλά όχι από επόµενες χρονικά τιµές των εισόδων. Για
παράδειγµα, για να είναι αιτιατό ένα σύστηµα 4 , τότε η έξοδος 4M πρέπει να
εξαρτάται από εισόδους x(t) µόνο για τιµές του t µικρότερες ή ίσες του 4M , για κάθε t0.
Ένα σύστηµα λέγεται γραµµικό χρονικά αναλλοίωτο (linear time invariant/lti) αν
είναι γραµµικό και χρονικά αναλλοίωτο ταυτόχρονα.
Παραδείγµατα ΓΧΑ αναλογικών συστηµάτων
• Τ x t = 3x t
• Τ xt =
• Τ
• Τ
x t
x t
=
=
!"#
"
x t dt
Παράδειγµα ΜΗ χρονικά αναλλοίωτου συστήµατος
Έστω Τ x t = x √24 . Εάν στην είσοδο θέσουµε όπου 4 → t − ℓℓ ∈ ℤ τότε το
σύστηµα παράγει σαν έξοδο r 4 = x √24 − √2ℓ που είναι διάφορο του
6
t − ℓ = x √24 − ℓ .
4. ΚΡΟΥΣΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ ΓΧΑ
Έστω ένα τυχόν γραµµικό, χρονικά αναλλοίωτο σύστηµα Τ(∙) και έστω ότι θέτουµε
σε αυτό σαν είσοδο τη συνάρτηση δ(t), οπότε λαµβάνουµε σαν έξοδο την h(t).
∆ηλαδή
ℎ 4 =5 s 4 .
Τότε, η γνώση του h(t), που λέγεται κρουστική απόκριση του συστήµατος Τ µας δίνει
τη δυνατότητα προσδιορισµού της εξόδου y(t) του συστήµατος, για κάθε είσοδο x(t),
µέσω της συνέλιξης των x(t) και h(t), όπως υποδεικνύει το κάτωθι:
ΘΕΩΡΗΜΑ 4.
Έστω ένα οποιοδήποτε γραµµικό χρονικά αναλλοίωτο σύστηµα Τ(∙) µε κρουστική
απόκριση h(t). Τότε, εάν τυχόν x(t) γίνει είσοδος στο σύστηµα Τ(∙), προκύπτει έξοδος
4 =ℎ 4 ∗3 4 ,
∆ηλαδή η συνέλιξη των συναρτήσεων/σηµάτων x(t) και h(t).
Εκ του ορισµού του δ του Dirac ισχύει :
Απόδειξη θεωρήµατος 4
K
3 4 = % δ t − w 3 u du
#K
Αφήνουµε το γραµµικό σύστηµα Τ ∙ να δράσει και στα δύο µέλη της ανωτέρω
εξίσωσης, όπου τονίζουµε ότι ο Τ ∙ δρα µόνο σε συναρτήσεις του 4 αφού το
αριστερό µέλος είναι συνάρτηση µόνο του 4. Άρα
Τ x t
K
= T B % δ t − w x w dwG
#K
κεφαλαίου µπορούµε να εναλλάξουµε τον Τ µε το ολοκλήρωµα οπότε λαµβάνουµε
Αλλά σύµφωνα µε την παρατήρηση που ακολουθεί το θεώρηµα 1 του παρόντος
7
Τ x t
K
K
= % T δ t − w x w dw = % ℎ t − w x w dw = ℎ 4 ∗ 3 4
#K
#K
Στο τελευταίο βήµα χρησιµοποιήσαµε το χρονικά αναλλοίωτο του συστήµατος Τ
ΟΕ∆
Μετασχηµατισµός Laplace - Συνάρτηση µεταφοράς ΓΧΑ
ΘΕΩΡΗΜΑ 5.
Έστω Τ(∙) ένα γραµµικό χρονικά αναλλοίωτο σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t)
και x(t) ένα σήµα εισόδου µε x(t), h(t) = 0 για t < 0# . Εάν c v = ℒ 3 4 , Z v =
ℒ ℎ 4
ℒ
και αν η έξοδος του συστήµατος είναι y(t) για είσοδο x(t) και w v =
4
τότε ισχύει
w v =Z v ∙c v .
Απόδειξη: είναι άµεση συνέπεια των θεωρηµάτων 4 και 3.
Σηµαντικότατη παρατήρηση: Η συνάρτηση µεταφοράς Η(s) ενός ΓΧΑ είναι
ανεξάρτητη των σηµάτων εισόδου και εξόδου. Άρα, αν γνωρίζω το
µετασχηµατισµό Laplace της κρουστικής απόκρισης ενός ΓΧΑ συστήµατος, τότε για
τυχούσα είσοδο x(t)w(t) βρίσκω την έξοδο πρώτα στο πεδίο των S και µετά µε
αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace στο πεδίο του χρόνου t.
Κρουστική απόκριση και συνάρτηση µεταφοράς ΓΧΑ σε αλληλουχία
(cascaded LTI)
Επειδή έχουµε αποδείξει προηγµένως ότι ένα σύστηµα που είναι αλληλουχία
γραµµικών συστηµάτων είναι και αυτό γραµµικό, υπάρχει µια κρουστική απόκριση
h(t) η οποία πλήρως περιγράφει τη συµπεριφορά αυτού του συστήµατος.
Ας εξεταστεί πρώτα η περίπτωση δύο γραµµικών συστηµάτων σε αλληλουχία: τότε
2@A 3 4
= 5 65 3 4 :, ας θέσουµε
4 = 5 3 4 οπότε
4 =5
4 . Άλλα επειδή τα 5 , 5 είναι γραµµικά
ισχύει µε κρουστική απόκριση έστω ℎ 4 και ℎ 4 αντίστοιχα:
4 =ℎ 4 ∗3 4
και
4 =ℎ 4 ∗
4 .
Αντικαθιστώντας την πρώτη σχέση στη δεύτερη λαµβάνουµε
4 =ℎ 4 ∗ ℎ 4 ∗3 4
= ℎ 4 ∗ℎ 4
8
∗3 4
≡ℎ 4 ∗3 4 .
Επειδή η ανωτέρω σχέση πρέπει να ισχύει για κάθε 3 4 µε 3 4 =0 για t < 0# ισχύει
τελικά ℎ 4 = ℎ 4 ∗ ℎ 4 .
Θα εξετάσουµε τώρα την περίπτωση k γραµµικών συστηµάτων που δρουν σε
αλληλουχία. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε:
2@A 3 4
= 5+ B5+# C… D2 65 3 4 :EFG
Με απλή επαγωγή και εκµεταλλευόµενοι την προσεταιριστικότητα της συνέλιξης και
τη γραµµικότητα των εν λόγω συστηµάτων ισχύει τελικά
4 = ℎy 4 ∗ ℎy# 4 ∗ … ∗ ℎ 4 ∗ ℎ 4
∗3 4 ≡ℎ 4 ∗3 4 .
Επειδή η ανωτέρω σχέση πρέπει να ισχύει για κάθε 3 4 ισχύει τελικά
ℎ 4 = ℎy 4 ∗ ℎy# 4 ∗ … ∗ ℎ 4 ∗ ℎ 4 .
Μετασχηµατίζοντας κατά Laplace τις προηγούµενες σχέσεις λαµβάνουµε στο πεδίο
των συχνοτήτων s :
Πρώτα για δύο συστήµατα : Αφού έχουµε αποδείξει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace
της συνέλιξης δύο συναρτήσεων ισούται µε το γινόµενο των µετασχηµατιζοµένων
w v = Z v c v , w v = Z v w v και
προκύπτουν οι σχέσεις
w v = Z v c v όπου Z v = Z v Z v
w v = Z v c v , w v = Z v w v , …, w+# v = Z+# v w+# v ,
Για οποιοδήποτε , δε , αριθµό συστηµάτων ισχύει
w v = Z+ v w+# v
w v = Z+ v Z+# v … Z v Z v z v .
και µετά από διαδοχικές αντικαταστάσεις
Επειδή ,δε, το 2@A είναι γραµµικό, υπάρχει Z v τέτοιο ώστε w v = Z v c v για
κάθε είσοδο c v . Άρα { v = Z+ v Z+# v … Z v Z v .
9
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