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                        1. Πρώτο µηχανικό παράδειγµα. Ελατήριο µε βάρος και τριβή.
1.1 Περιγραφή του συστήµατος µέσω ολοκληρωτικοδιαφορικής εξισώσεως.
α) Έστω ελατήριο σταθεράς k χωρίς καµία τάση επ’ αυτού, µε φυσικό µήκος l0 . β)
Εξαρτούµε από το ελατήριο µάζα m και αφήνουµε το ελατήριο να ισορροπήσει. Στη
θέση ισορροπίας ισχύει
.
=0⇒
κατά µήκος του άξονα των y ισχύει –
+
=0⇔
=
.
γ) Ασκούµε δύναµη, έστω ( ) επί της µάζας m. Τότε σύµφωνα µε το νόµο του
Νεύτωνα ισχύει
.
=
⇒ κατά µήκος του άξονα των y ισχύει
– ( + )+
+ ( )=
όπου το y µετράται αλγεβρικά από τη θέση ισορροπίας µε τα θετικά προς τα κάτω
και προφανώς εξαρτάται από το χρόνο. Αν λάβουµε υπ’ όψιν και την εξίσωση
ισορροπίας, τότε η ανωτέρω κινηµατική εξίσωση γίνεται:
+
= ( )
Αυτή η διαφορική εξίσωση περιγράφει ένα σύστηµα µε είσοδο F(t) έξοδο y και
παραµέτρους m και k .
δ) Ας υποθέσουµε ότι η µάζα m έχει σχήµα ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, δύο
απέναντι πλευρές του οποίου είναι σε επαφή µε τοιχώµατα φρεατίου, µε συντελεστή
τριβής η. Κατά τα γνωστά, η τριβή έχει διεύθυνση παράλληλη προς την
κίνηση/ταχύτητα και φορά αντίθετη αυτής, υποθέτουµε δε ότι στην περίπτωση µας
είναι ανάλογη της ταχύτητας. Εποµένως, η κινηµατική εξίσωση πλέον έχει ως εξής:
– (
+ )+
−2 + ( )=
+2 +
= ( )
⇒
Αυτό είναι ένα νέο σύστηµα µε είσοδο F(t) έξοδο y και παραµέτρους m, k, η .
Για την πλήρη γνώση του συστήµατος αυτού απαιτείται η γνώση των κάτωθι
αρχικών συνθηκών κάποια χρονική στιγµή έναρξης t0 .
( ), ( )
(επειδή η διαφορική εξίσωση είναι δευτέρας τάξεως/βαθµού απαιτείται η γνώση
µέχρι και της πρώτης παραγώγου).
Το ανωτέρω σύστηµα είναι γραµµικό; Ναι ή όχι και γιατί.
Γιατί πρέπει να αποδείξουµε τη γραµµικότητα και δεν χρησιµοποιούµε τα
συµπεράσµατα της προηγούµενης ενότητας;
"
"$
Απάντηση: ∆ιότι οι διαφορικοί τελεστές ("# , "# $) δρουν στην έξοδο και όχι όπως
προηγούµενα στην είσοδο του συστήµατος.
1
(1)
Το σύστηµα είναι γραµµικό.
Απόδειξη: έστωσαν % ( )&'( ) ( ) δύο διαφορετικές είσοδοι, εν προκεµένω δύο
διαφορετικές εξωτερικά επιβαλόµενες δυνάµεις. Οι αντίστοιχες διαφορικές εξισώσεις
που περιγράφουν το σύστηµα µε τριβή , είναι :
%
+2
%
+
%
=
%(
)
(2)
)
+2
)
+
)
=
)(
)
(3)
Προσθέτοντας τις εξισώσεις κατά µέλη και εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι οι
συντελεστές είναι σταθεροί και ταυτόσηµοι, ως και ότι η παράγωγος είναι γραµµικός
τελεστής, προκύπτει άµεσα
"$
( %
"# $
+
)) +
2
"
( %
"#
+
)) +
(
%
+
))
=
%(
)+
)(
)
(4)
Άρα, η διαφορική εξίσωση που περιγράφει το προκύπτον σύστηµα είναι η ίδια
ακριβώς µε = % + ) . Προφανώς, αντίστοιχα κατάλληλες σχέσεις πρέπει να
ισχύουν και για τις αρχικές συνθήκες του συνολικού συστήµατος.
Εντελώς ανάλογα, µε απλό πολλαπλασιασµό της εξίσωσης
+2 +
= ( )
µε α προκύπτει ότι αν η είσοδος είναι α ( ) τότε και η έξοδος είναι αy(t) για
ανάλογες αρχικές συνθήκες.
Προφανώς αν όλες οι αρχικές συνθήκες είναι µηδέν εξασφαλίζεται και η προσθετική
και η πολλαπλασιαστική ιδιότητα των αρχικών συνθηκών.
Το σύστηµα είναι χρονικά αναλλοίωτο; Ναι ή όχι και γιατί.
Είναι χρονικά αναλλοίωτο για κατάλληλες αρχικές συνθήκες.
Απόδειξη:
+2 +
= ( )
Για είσοδο (t + δ), θα πρέπει να αποδείξουµε ότι το σύστηµα έχει έξοδο ( + -).
Ισοδυνάµως, πρέπει η λύση της διαφορικής εξίσωσης +2 +
= ( + -)
να είναι η ( + -) για κατάλληλες αρχικές συνθήκες.
Όντως θέτοντας τ=t+δ και εκµεταλλευόµενοι το χρονικά αναλλοίωτο των
".
παραγώγων (που βασίζεται στο "# = 1) προκύπτει η ίδια ακριβώς εξίσωση µε την (1)
µε παράµετρο τ αντί για t.
"$
".$
(0) + 2
"
".
(0) +
(0) = (0)
(5)
Εάν και οι αρχικές συνθήκες ικανοποιούν την ίδια ιδιότητα όσον αφορά τη µετάθεση,
τότε η µοναδικότητα της λύσης αυτών των διαφορικών εξισώσεων µας εγγυάται το
χρονικά αναλλοίωτο.
2
1.2 Περιγραφή του συστήµατος µέσω στο πεδίο των συχνοτήτων s, µέσω
µετασχηµατισµού Laplace.
Μετασχηµατίζοντας την εξίσωση (1) κατά Laplace και λόγω της γραµµικότητος του τελεστή
1
Λαµβάνουµε
" $ 3(#)
"# $
12
17
Θέτοντας
+2
"3(#)
"#
+
( )4 = 15 ( )6 ⇔
8) ( )
8 ( )
9+ 2 1:
; + 15 ( )6 = 15 ( )6
)
8
8
<(=) = 15 ( )6 και
1 (=)
= 15 ( )6
και αφού σύµφωνα µε τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace ισχύει
ℒ7
και
8) ( )
9 = = ) <(=) − = (0) − (0)
8 )
1:
8 ( )
; = =<(=) − (0)
8
λαµβάνουµε
= ) <(=) −
= (0) −
(0) + 2 =<(=) − 2
(0) + <(=) =
<(=)( = ) + 2 = + ) − (0)( = + 2 ) −
(0) =
1 (=)
⇔
1 (=)
(6)
?(@)
Για να είναι το σύστηµα γραµµικό και χρονικά αναλλοίωτο, πρέπει το πηλίκο A1(@) να είναι
ανεξάρτητο της εισόδου 1 (=)και της εξόδου <(=). Παρατηρούµε από την (6) ότι εδώ είναι
καθοριστικός ο ρόλος των αρχικών συνθηκών. Εάν όµως θέσουµε όλες τις αρχικές συνθήκες
µηδέν, δηλαδή
(0) = (0) = 0
?(@)
τότε το πηλίκο A1(@) είναι πράγµατι ανεξάρτητο της εισόδου και καθορίζεται µόνο από τις
παραµέτρους του συστήµατος (στο προκείµενο m, k, η) και συγκεκριµένα
?(@)
A 1 (@)
≡ C(=) =
%
@ $ D)E@D
Άρα τότε το σύστηµα είναι σίγουρα γραµµικό και χρονικά αναλλοίωτο µε συνάρτηση
µεταφοράς την C(=).
3
(7)
1.3 Περιγραφή του συστήµατος µέσω της κρουστικής απόκρισης h(t) στο πεδίο
του χρόνου.
Αφού έχουµε θεµελιώσει ότι το σύστηµα είναι γραµµικό και χρονικά αναλλοίωτο,
τότε αυτό καθορίζεται πλήρως στο πεδίο του χρόνου από την κρουστική απόκρισή του h(t)
δηλαδή την έξοδό του όταν θέσουµε σαν είσοδο στο σύστηµα τη συνάρτηση δέλτα του Dirac
δ(t). Έχουµε ήδη αποδείξει ότι
ℎ( ) = ℒ G% 5H@ 6
και, τότε, για τυχούσα είσοδο I( ) στο σύστηµα, η έξοδος ( ) θα είναι
( ) = ℎ( ) ∗ ( ).
Θα δείξουµε αυτή τη µέθοδο παράστασης µε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα.
Έστω
=1
C(=) =
M
K, = 3 @NO ,
=)
1
+2 =+
Άρα
=
=8
=)
M∙
@NO $
. Τότε,
1
1
1
1
1
≡
≡ T
−
U
+ 6= + 8 (= + 2)(= + 4) 2 = + 2 = + 4
1 1
1
1
1
1
1
−
W9 = ℒ G% 7
9 − ℒ G% 7
9
2 =+2 =+4
2
=+2
2
=+4
ℎ( ) = ℒ G% 5H@ 6 = ℒ G% 7 V
Αλλά, από τους πίνακες του µετασχηµατισµού Laplace διαπιστώνουµε ότι
1
Οπότε ℎ( ) =
από τη σχέση
( )=
[(#)
(X G)#
)
ℒ G% 2=+'4 = X GY# Z( ),
− X G\# ) και, για τυχούσα είσοδο F(t), έχει έξοδο y(t) που δίνεται
( )=
Z( ) G)#
(X
− X G\# ) ∗ ( ) ⇔
2
1 D`
1 D`
] Z(^)(X G)_ − X G\_ ) ( − ^)8^ = ] (X G)_ − X G\_ ) ( − ^)8^
2 G`
2
4
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