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                        1. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ∆ΙΑΚΡΙΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ
Από αυστηρά µαθηµατικής απόψεως, σαν σύστηµα διακριτού χρόνου ορίζεται
ένας οποιοσδήποτε µετασχηµατισµός ή τελεστής (operator) ο οποίος δρα σε µία
ακολουθία x[n] , που συνήθως θεωρείται σαν ακολουθία εισόδου, και γεννά µία άλλη
ακολουθία y[n] , που συνήθως θεωρείται σαν ακολουθία εξόδου. Σχηµατικά αυτό
παρίσταται:
Μερικά πρώτα παραδείγµατα συστηµάτων διακριτού χρόνου
Π.1 Το ιδανικό διακριτό σύστηµα καθυστέρησης.
Έστω µία οποιαδήποτε ακολουθία x[n] , n ∈ Z , και έστω ένας οποιοσδήποτε
ακέραιος l . Τότε σαν ιδανικό διακριτό σύστηµα καθυστέρησης θεωρείται ο
µετασχηµατισµός K l :
y[ n ] = K l (x[ n ]) = x[ n − l ], n ∈ Z .
Π.χ., αν l = 2 , τότε,
y[ n] = K 2 ( x[ n]) = x[ n − 2], n ∈ Z ,
ή αναλυτικότερα, η ακολουθία y [ n] :
..., y[−5] = x[−7], y[−4] = x[−6],..., y[0] = x[−2],..., y[8] = x[6],...
δηλαδή, η αρχική ακολουθία µετατοπισµένη (“σπρωγµένη”) κατά δύο θέσεις δεξιά
διότι l > 0 .
Αν l = −3 , τότε,
y[ n ] = K −3 ( x[ n]) = x[ n + 3], n ∈ Z ,
ή αναλυτικότερα, η ακολουθία y [ n] :
..., y[−5] = x[−2], y[−4] = x[−1],..., y[0] = x[3],..., y[8] = x[11],...
δηλαδή, η αρχική ακολουθία µετατοπισµένη (“σπρωγµένη”) κατά τρείς θέσεις
αριστερά διότι l < 0 .
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Π.2 Το διακριτό σύστηµα “κινητού µέσου όρου” (moving average).
Έστω µία οποιαδήποτε ακολουθία x[n] , n ∈ Z , και έστωσαν δύο
οποιοιδήποτε θετικοί ακέραιοι l 1 ,l 2 , l 1 ≤ l 2 . Τότε σαν διακριτό σύστηµα “κινητού
µέσου όρου” (moving average) θεωρείται ο µετασχηµατισµός ΜA :
y[n] = Τ MA ( x[n]) =
l2
1
x[n − i ], n ∈ Z ⇔
(l 1 + l 2 + 1) i ∑
=−l1
⇔ ∀n ∈ Z, y[ n] = Τ MA ( x[ n]) =
1
{x[n + l 1 ] + x[n + l 1 − 1] + ... + x[n] + x[n − 1] + ... + x[n − l 2 ]}.
(l 1 + l 2 + 1)
∆ιατυπώνοντάς το µε λόγια, µπορεί κανείς να πει ότι το n-οστό δείγµα της
ακολουθίας εξόδου y[n] είναι ο µέσος όρος των (l 1 + l 2 + 1) δειγµάτων της
ακολουθίας εισόδου x[n] “γύρω” απ’ το n-οστό της δείγµα.
Π.3. Τα διακριτά συστήµατα “άνευ µνήµης”.
Ένα διακριτό σύστηµα λέγεται ότι δεν έχει µνήµη όταν το n-οστό δείγµα της
ακολουθίας εξόδου y[n] εξαρτάται µόνον από το n-οστό δείγµα της ακολουθίας
εισόδου x[n] . Π.χ.,
y[n ] = 3( x[ n ]) 3 + 5( x[ n ]) − 12 .
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1.1 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΉΜΑΤΑ ∆ΙΑΚΡΙΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ
ΟΡΙΣΜΟΣ 1: Έστω ένα σύστηµα τέτοιο ώστε
y[ n] = Τ ( x[ n]), n ∈ Z .
Εάν για δύο οποιεσδήποτε ακολουθίες εισόδου x1[n] και x2 [n] και δύο
τυχούσες σταθερές a1 ,a2 ισχύει ότι:
Τ (a1 x1 [ n] + a 2 x 2 [ n]) = a1Τ ( x1 [ n]) + a 2Τ ( x 2 [ n]) = a1 y1 [ n] + a 2 y 2 [ n], n ∈ Z ,
δηλαδή εάν ισχύει πάντα η αρχή της επαλληλίας, τότε το σύστηµα καλείται γραµµικό
(linear).
ΘΕΩΡΗΜΑ 1. Έστωσαν ένα σύνολο n ∈ N ακολουθιών εισόδου
x1 [ n], x 2 [n],..., x Μ [ n], n ∈ Z ως και ένα σύνολο σταθερών a1 , a 2 ,..., a M τότε εάν Τ {•}
είναι ένα γραµµικό σύστηµα σύµφωνα µε τον ανωτέρω ορισµό, ισχύει:
M
M
 M
Τ ∑ ak xk (n) = ∑ ak T {xk (n)} = ∑ ak yk (n) ,
k =1
 k =1
 k =1
όπου βεβαίως υποτίθεται πάντα ότι
y k ( n ) = T {x k ( n )} .
Απόδειξη. Είναι αρκετά ευθύγραµµη µία απόδειξη µε επαγωγή ως προς το πλήθος των
ακολουθιών εισόδου, αρκεί να διαπιστώσει κανείς ότι η επαλληλία τριών ακολουθιών
εισόδου προκύπτει άµεσα απ’ την επαλληλία τών δύο, από τον ορισµό τού γραµµικού
συστήµατος δηλαδή:
Τ {a1 x1[ n ] + a 2 x 2 [ n ] + a3 x3 [ n]} = Τ {( a1 x1 [ n ] + a 2 x 2 [ n]) + a3 x3 [ n ]} =
Τ {( a1 x1 [ n] + a1 x 2 [ n])} + a 3Τ ( x3 [ n]) = a1Τ ( x1[ n ]) + a 2Τ ( x 2 [ n]) + a 3Τ ( x3 [ n ]) =
= a1 y [ n] + a 2 y [ n] + a3 y [ n], n ∈ Z .
1
2
3
Σηµαντική σηµείωση. Σε µερικές περιπτώσεις επεκτείνουµε την ιδιότητα της
γραµµικότητας και σε απείρου πλήθους όρους. Με άλλα λόγια, θεωρούµε ότι ισχύει
και:
y[n] =
∞
∞
i = −∞
i = −∞
∑T {ai xi [n]} = ∑ aiT {xi [n]}, n ∈ Z ,
3
δηλαδή θα θεωρούµε ότι συντρέχουν οι συνθήκες εκείνες (πχ. οµοιόµορφη σύγκλιση
των υπεισερχοµένων σειρών) οι οποίες επιτρέπουν την επέκταση τής ιδιότητας τής
γραµµικότητας και σε απείρου πλήθους όρους.
Παραδείγµατα γραµµικών συστηµάτων διακριτού χρόνου
Π.4 Το σύστηµα που ορίζεται απ’ την µαθηµατική σχέση:
n
y[n] = Tac {x[n]} =
∑ x ( k ), n ∈ Z ,
k = −∞
είναι γραµµικό, όπου x[n] είναι µία οποιαδήποτε ακολουθία µε µοναδικό περιορισµό
οι αντίστοιχες σειρές να συγκλίνουν τουλάχιστον κατά την γενικευµένη έννοια. Το
σύστηµα αυτό συχνά ονοµάζεται “συσσωρευτής” (accumulator) διότι µε µία έννοια
“συσσωρεύει” τις τιµές από − ∞ έως n .
Απόδειξη: Έστωσαν δύο ακολουθίες x1[n] και x2 [n] . Τότε, και εφ’ όσον οι αντίστοιχες
σειρές συγκλίνουν τουλάχιστον κατά γενικευµένη έννοια, ισχύει άµεσα:
T {(αx1 + βx2 )[n]} =
n
∑ (α x [k ] + βx [k ])=
1
2
k = −∞
n
n
n
n
k = −∞
k = −∞
k = −∞
k = −∞
∑ (α x1[k ])+ ∑ (β x2 [k ])= α ∑ (x1[k ])+ β ∑ (x2 [k ]) = α Tac {x1[n]}+ β Tac {x2 [n]}
Π.5 Το σύστηµα που ορίζεται απ’ την µαθηµατική σχέση:
y[n] = x[n] − x[n − l]
όπου x[ n] είναι µία οποιαδήποτε ακολουθία και l ένας οποιασδήποτε ακέραιος
αριθµός, είναι γραµµικό.
Απόδειξη: Έστωσαν δύο ακολουθίες x1[n] και x2 [n] και α , β τυχόντες αριθµοί. Τότε,
T {(αx1 + β x2 )[ n]} = (αx1 + β x2 )[ n] − (αx1 + βx2 )[n − l ] =
αx1 [n] + β x 2 [n] − αx1 [n − l ] − βx 2 [n − l] =
α (x1 [n] − x1 [n − l]) + β (x 2 [n] − x 2 [n − l]) = αT {x1 [n]} + βT {x 2 [n]} .
Π.6 Το σύστηµα “κινητού µέσου όρου” (moving average) που ορίσθηκε
προηγουµένως) ως ο µετασχηµατισµός Τ MA :
4
y[n] = Τ MA ( x[n]) =
l2
1
x[n − i ], n ∈ Z ,
(l 1 + l 2 + 1) i ∑
=− l 1
είναι γραµµικό.
Απόδειξη: Έστωσαν δύο ακολουθίες x1[n] και x2 [n] . Τότε,
Τ MA {(αx1 + βx2 )[n]} =
=
α
l2
1
(αx1 + βx2 )[n − i ], n ∈ Z =
(l 1 + l 2 + 1) i ∑
=− l1
l2
∑ x1[n − i ] +
(l 1 + l 2 + 1) i=−l
1
β
l2
(l 1 + l 2 + 1) i∑
=− l
x2 [n − i ] =
1
αΤ MA {x1[n]} + β Τ MA {x2 [n]} .
1.2 ΣΥΣΤΉΜΑΤΑ ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ ΣΤΟΝ ΧΡΟΝΟ
(TIME-INVARIANT SYSTEMS)
ΟΡΙΣΜΟΣ 2: Έστω ένα σύστηµα τέτοιο ώστε
y[ n] = Τ ( x[ n]), n ∈ Z .
Το σύστηµα αυτό λέγεται “αναλλοίωτο στον χρόνο” ή ισοδυνάµως “χρονικά
αναλλοίωτο”, αν ∀µ ∈ Z , και για κάθε ακολουθία εισόδου, ισχύει:
Τ ( x[ n − µ ]) = y[ n − µ ], n ∈ Z .
∆ηλαδή, λεκτικά, αν θεωρήσουµε σαν είσοδο τού συγκεκριµένου συστήµατος την
ακολουθία x1 [ n] = x[ n − µ ], n ∈ Z , της οποίας τα στοιχεία είναι τα στοιχεία της
ακολουθίας x[n] µετατοπισµένα στον χρόνο κατά µ , τότε η έξοδος τού
συγκεκριµένου συστήµατος είναι τα στοιχεία της ακολουθίας y[n] επίσης
µετατοπισµένα στον χρόνο κατά τον ίδιο ακέραιο αριθµό µ .
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Παραδείγµατα διακριτών συστηµάτων αναλλοίωτων στον χρόνο
Θα ελέγξουµε τα προαναφερθέντα παραδείγµατα ως προς το χρονικά
αναλλοίωτο:
Π.7 Θα ελέγξουµε πρώτα το ιδανικό διακριτό σύστηµα καθυστέρησης
y[ n ] = K l (x[ n ]) = x[ n − l ], n ∈ Z .
Έστω τώρα ένας οποιοσδήποτε άλλος ακέραιος µ . Τότε πρέπει να ελέγξουµε την
έξοδο
K l ( x[ n − µ ]), n ∈ Z .
K l ( x[n − µ ]) = x[(n − µ ) − l] = x[ n − µ − l]
Εξάλλου για κάθε n’ ισχύει y[n' ] = x[n'−l] ,
Οπότε θέτοντας n’=n-µ ισχύει
y[n − µ ] = x[(n − µ ) − l] = x[n − µ − l]
Άρα
y[ n − µ ] = K l ( x[ n − µ ])
δηλαδή το συγκεκριµένο σύστηµα είναι χρονικά αναλλοίωτο.
Π.∆.8 Εν συνεχεία θα ελέγξουµε εάν το διακριτό σύστηµα “κινητού µέσου όρου”
(moving average) είναι χρονικά αναλλοίωτο. Πράγµατι, έστω ένας οποιοσδήποτε
θετικός ακέραιος µ . Τότε
l2
1
Τ MA ( x[n − µ ]) =
x[(n − µ ) − i ], n ∈ Z =
(l 1 + l 2 + 1) i ∑
= − l1
Ο τελευταίος όρος είναι ακριβώς η χρονική µετάθεση της ακολουθίας εξόδου τού
συστήµατος “κινητού µέσου όρου” στο n-µ αφού αν
yΜA [n' ] = Τ MA ( x[n' ]) =
l2
1
x[n'− i ], n ∈ Z ⇒
(l 1 + l 2 + 1) i ∑
=− l1
Θέτοντας n’=n-µ έχουµε
6
yΜA [n − µ ] =
l2
1
x[(n − µ ) − i], n ∈ Z .
(l 1 + l 2 + 1) i∑
=− l1
Ο.Ε.∆.
Π.9 Το σύστηµα τού συσσωρευτού είναι χρονικά αναλλοίωτο.
Απόδειξη: Αφού y[n] = Tac {x[n]} =
n
∑ x(k ), n ∈ Z , προκύπτει ότι
k = −∞
Tac {x[n − µ ]} =
n
∑ x(k − µ ), n ∈ Z
k = −∞
και ο τελευταίος όρος προφανώς είναι ο y [ n − µ] , δηλαδή, η ακολουθία εξόδου τού
συσσωρευτού µετατοπισµένη κατά τον ίδιο ακέραιο αριθµό µ , αφού:
y[n − µ ] =
n− µ
∑ x(k ), n, µ ∈ Z
k = −∞
εάν δε στην τελευταία σειρά κάνουµε την αντικατάσταση k = p − µ , και εφ’ όσον
βέβαια αυτή συγκλίνει, προκύπτει ότι:
y[ n − µ ] =
n
∑ x ( p ), n , µ ∈ Z ,
p = −∞
δηλαδή, ακριβώς το ζητούµενο.
1.3 ΑΙΤΙΑΤΑ ΣΥΣΤΉΜΑΤΑ ∆ΙΑΚΡΙΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ
(CAUSAL SYSTEMS)
ΟΡΙΣΜΟΣ 3: Έστω ένα σύστηµα τέτοιο ώστε
y[n] = Τ ( x[ n]), n ∈ Z .
Το σύστηµα αυτό λέγεται “αιτιατό” όταν η έξοδος τού συστήµατος εξαρτάται , σε
κάθε χρονική στιγµή n 0 , µόνον από τις τιµές τις εισόδου τις χρονικές στιγµές
n ≤ n0 , n ∈ Z .
Από τα παραδείγµατα συστηµάτων που ανεφέρθησαν προηγούµενα, προφανώς,
• Το ιδανικό διακριτό σύστηµα καθυστέρησης είναι αιτιατό αν l ≥ 0 , αλλιώς είναι
µη αιτιατό.
7
• Το σύστηµα κινητού µέσου όρου είναι αιτιατό αν l 1 ≤ 0 , και l 2 ≥ 0 αλλιώς
είναι µη αιτιατό.
• Το σύστηµα που ονοµάσαµε “συσσωρευτή” είναι πάντα αιτιατό.
• Τα διακριτά συστήµατα “άνευ µνήµης” είναι πάντα αιτιατά, κλπ.
8
∆4. ΕΥΣΤΑΘΗ ΣΥΣΤΉΜΑΤΑ ∆ΙΑΚΡΙΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ
(STABLE SYSTEMS Bounded Input Bounded Output)
ΟΡΙΣΜΟΣ 4: Μία ακολουθία x[n ] λέγεται φραγµένη (bounded) αν υπάρχει
ένας συγκεκριµένος, πεπερασµένος πραγµατικός αριθµός Μ, τέτοιος ώστε
x[n] ≤ M , ∀n ∈ Z .
ΟΡΙΣΜΟΣ .5: Ένα σύστηµα το οποίον για κάθε φραγµένη ακολουθία
εισόδου παράγει µία φραγµένη ακολουθία εξόδου, λέγεται ευσταθές BIBO.
Παραδείγµατα ευσταθών και µη ευσταθών διακριτών συστηµάτων.
Τα προαναφερθέντα συστήµατα τού είναι όλα ευσταθή, γιατί στον
µαθηµατικό τύπο ορισµού τους η εκάστοτε τιµή της εξόδου εξαρτάται µόνον από
πεπερασµένου πλήθους στοιχεία (µέλη) της ακολουθίας εισόδου. Η σχετικά πλέον
περίπλοκη περίπτωση είναι τού “κινητού µέσου όρου”, η απόδειξη της ευστάθειας
τού οποίου δίνεται αµέσως:
Έστω ότι Μ είναι ένα φράγµα της ακολουθίας εισόδου. Τότε,
y[n] = Τ MA ( x[n]) =
l2
1
x[n − ] ≤
(l 1 + l 2 + 1) =∑
− l1
l2
l2
1
1
x
[
n
−
]
≤
Μ = Μ , ∀n ∈ Z .
(l 1 + l 2 + 1) =∑
(l 1 + l 2 + 1) =∑
− l1
− l1
Ο.Ε.∆.
Αντιθέτως, ο συσσωρευτής ∆ΕΝ είναι ευσταθές διακριτό σύστηµα. Για ν’ αποδειχθεί
αυτό, αρκεί να βρεθεί ένα αντιπαράδειγµα, δηλαδή, να βρεθεί µία φραγµένη
ακολουθία εισόδου τού συστήµατος, που γεννά µία µη φραγµένη ακολουθία εξόδου.
Πράγµατι, ας επιλέξουµε σαν ακολουθία εισόδου την βηµατική συνάρτηση:
x[n] = u[n] =
0, n < 0
.
1, n >= 0
Τότε, προφανώς, η έξοδος τού συστήµατος είναι:
y[n] = Tac {x[n]} =
n
∑ u (k ) =
k = −∞
9
0, n < 0
,
(n + 1), n >= 0
η οποία, βεβαίως, δεν είναι φραγµένη ακολουθία.
1.5. ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΧΡΟΝΙΚΑ ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΑ ΣΥΣΤΉΜΑΤΑ
∆ΙΑΚΡΙΤΟΥ ΧΡΟΝΟΥ
(LINEAR TIME INVARIANT (LTI) SYSTEMS)
Μία ιδιαιτέρως σηµαντική για πολλές εφαρµογές κλάση συστηµάτων είναι
εκείνων των συστηµάτων που είναι και γραµµικά και χρονικά αναλλοίωτα. Τα
συστήµατα αυτά έχουν χρήσιµες ιδιότητες, οι οποίες τα καθιστούν ιδιαιτέρως
εύχρηστα και χρήσιµα.
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