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                        TEORIA GENERALE DELLA CALCOLABILITÀ
Vediamo ora che, data una enumerazione delle macchine di Turing M0, M1, M2, …..,
(oppure delle macchine a registri elementari E0, E1, E2, …., ecc.), possiamo ottenere una
enumerazione delle funzioni calcolabili di un argomento: f 0 , f1, f2 , ........, dove:
fi : N → N
è la funzione ricorsiva parziale calcolata dalla MT Mi
(o dal programma Pi per MREL Ei , ecc.)
Cioè se C è una qualunque codifica dei naturali su un alfabeto opportuno:
fi (x) = y
se Mi inizializzata nella configurazione qoC (x) si arresta nella
configurazione finale C(x)bqFC (y)
U
altrimenti
Poiché la funzione fi è la funzione calcolata dalla macchina Mi diciamo che l’indice i è
il codice del programma che la calcola, o addirittura che i è il programma che la calcola.
NOTA BENE. Mentre la enumerazione delle macchine è una biiezione, la
corrispondenza tra naturali e funzioni ricorsive non lo è. Ogni funzione calcolabile può
essere calcolata da infiniti programmi corrispondenti a diversi algoritmi o a varianti di
uno stesso programma ottenute modificando le sue istruzioni (cambiando nome alle
variabili o aggiungendo sequenze di istruzioni inutili ecc.). Quindi, data una funzione fi
calcolata da un programma i, esistono infiniti indici j1, .., jn ,. tali che fi = fj1 = ... = fjn =
…
Si noti che lo stesso ragionamento permette di enumerare le funzioni calcolabili in 2
argomenti, 3 argomenti, ecc. e quindi con un argomento di diagonalizzazione possiamo
enumerare tutte le funzioni calcolabili.
Aver enumerato tutte le funzioni ricorsive consente di formulare risultati fondamentali
della teoria della ricorsività in modo “machine independent”. Una dimostrazione fornita
assumendo una enumerazione corrispondente ad un modello di calcolo diviene valida
per qualunque enumerazione associata ad una altro modello di calcolo (e ad una
qualunque diversa codifica dell'input e dell'output).
FUNZIONI NON CALCOLABILI
Sia data una qualunque enumerazione delle funzioni ricorsive.
Riformuliamo innanzitutto il problema della terminazione in un caso particolare.
Teorema. Il predicato della terminazione:
h(x) = 1
se fx(x) è definita
0
altrimenti
non è calcolabile.
Dim. Se h fosse calcolabile potremmo definire la funzione:
h'(x) = 1
se h(x) = 0
U
se h(x) = 1
la quale sarebbe calcolabile. Pertanto dovrebbe esistere e tale che h' = fe . Ma allora
avremmo una contraddizione perché fe(e) = h'(e) sarebbe definita se h(e) = 0 e cioè se
fe(e) non è definita (e viceversa).
Teorema. Il predicato della terminazione:
h(x,y) = 1
se fx(y) è definita
0
altrimenti
non è calcolabile.
Dim. Se h fosse calcolabile potremmo definire la funzione:
h''(x) = 1
se h(x,x) = 0
U
se h(x,x) = 1
la quale sarebbe calcolabile. Pertanto dovrebbe esistere e tale che h'' = fe . Ancora il
calcolo di fe(e) porta ad una contraddizione.
Per dimostrare ulteriori risultati di non calcolabilità introduciamo uno strumento
formale, il cosiddetto teorema s-m-n, che consente di trasformare un programma con
vari argomenti in una serie di programmi in cui alcuni di tali argomenti sono trasformati
in parametri, e di determinare, dato il codice del programma originario, i codici dei
programmi ottenuti con la trasformazione.
Ad esempio, se consideriamo la funzione di due variabili:
f (x, y) = x + y
possiamo trasformare tale funzione in una infinità di funzioni in una variabile:
f0 (y) = 0 + y
f1 (y) = 1 + y
f2 (y) = 2 + y
Il teorema s-m-n dice che quando effettuiamo tale trasformazione, a partire da un indice
e per f, possiamo determinare gli infiniti indici delle funzioni f0, f1, f2, ... In particolare,
se e è dato (e quindi costante) tali indici dipendono solo da x.
Teorema s-m-n. Dati i valori n ed m esiste una funzione totale calcolabile s di n+1
argomenti tale che, data una qualunque funzione calcolabile di n+m argomenti
fe (x1, ..., xn, y1,.., ym)
si ha che
fe (x1, ..., xn, y1,.., ym) = fs(e, x1,..., xn) (y1,.., ym).
Dim. Per semplicità sia m=n=1. Mostriamo che nel caso di una enumerazione associata
alle macchine a registri (non elementari) esiste s tale che fe (x, y) = fs(e, x)(y). Dato x e
noto e un modo per calcolare il valore s(e,x) è il seguente: trasformiamo la macchina
MRe in una nuova macchina la quale, con la prima istruzione scrive esattamente x nel
primo registro e poi si comporta come MR e dopo che ha letto x. Infine determina il
codice s’(x) = s(e, x) di questa nuova macchina.
Teorema. Le funzioni t e z così definite:
t(x) = 1 se fx è totale,
0 altrimenti
z(x) = 1 se fx è identicamente 0, 0 altrimenti
non sono calcolabili.
Dim. Definiamo la seguente funzione:
g(x,y) = 0
se fx(x) è definita,
U altrimenti.
g è chiaramente calcolabile.
Ad essa corrisponde un indice i tale che g(x,y) = fi(x,y) ma anche, grazie al teorema sm-n, infiniti indici s(x) dipendenti da x, tali che g(x,y) = fs(x)(y).
A questo punto è facile osservare che le funzioni fs(x)(y) sono tutte o identicamente 0 o
non definite, a seconda del valore di x.
Se la funzione t o la funzione z fosse calcolabile, calcolando t(s(x)) o z(s(x)) potremmo
risolvere il problema della terminazione (sapremmo se fx(x) è definita oppure no).
Nel seguito vedremo che tali risultati sono solo casi particolari di un risultato molto più
generale (Teorema di Rice) che asserisce che non è decidibile alcuna proprietà di
programmi, basata sulle proprietà delle funzioni che essi calcolano.
Vediamo una dimostrazione diretta della non calcolabilità della funzione t, con un
procedimento di diagonalizzazione.
Teorema. Non è calcolabilea la funzione:
t(x) = 1 se fx è totale,
0 altrimenti.
Dim. Supponiamo che t sia calcolabile; potremmo definire la seguente funzione totale:
g(x) = fx(x) + 1
se t(x)=1
0
altrimenti
Sia e un indice per g. Abbiamo che fe è totale, ed inoltre fe(e) = g(e) = fe(e) + 1.
Problemi indecidibili si incontrano in vari campi dell'informatica:
- decidere se un programma è corretto, cioè se calcola la funzione desiderata
- decidere se, dato un programma ed una sua procedura (o semplicemente una sua istruzione), la
procedura sarà chiamata (o l'istruzione sarà eseguita)
- decidere se un'equazione diofantea, cioè un’equazione del tipo p(x1, ..., xn) = 0 dove p è un polinomio
ammette soluzioni intere non nulle (decimo problema di Hilbert).
TEOREMI DI KLEENE E DI RICE
Teorema di ricorsione (Kleene).
Sia t una funzione calcolabile totale. Esiste sempre e tale che fe = ft(e)
Dim. Dimostriamo il teorema per una qualunque enumerazione delle MT.
Per ogni u sia M[u] la macchina di Turing che, dato in input x, calcola prima fu(u) e se
fu(u) è definita e vale z calcola fz(x). Questa macchina calcola la funzione parziale:
fg(u)(x) = ffu(u) (x)
se fu(u) è definita
U
altrimenti.
La funzione g è totale e computabile.
Consideriamo ora la funzione totale computabile t(g(x)) = fv(x). Scelto u = v abbiamo:
fg(v) (x) = ffv(v) (x) = ft(g(v)) (x) e quindi, scegliendo e = g(v) abbiamo fe (x) = ft(e) (x).
Applicando il teorema di ricorsione possiamo dimostrare che esiste un programma che
dato un qualsiasi input fornisce in output il proprio codice. In altre parole:
Lemma. Esiste i tale che, per ogni x, fi (x) = i.
Dim. Definiamo g(y, x) = y. Sia s tale che fs(y) (x) = g(y, x). Poiché s è una funzione
totale calcolabile possiamo applicare il teorema di ricorsione. Se i è il punto fisso fornito
dal teorema abbiamo fi(x) = fs(i) (x) = g(i, x) = i.
Esercizio. Dimostrare che esiste i tale che fi(x) = i2
Teorema di Rice. Sia data una qualunque enumerazione delle funzioni calcolabili. Sia F
un qualunque insieme di funzioni calcolabili che rispetti le funzioni [cioè se fx ∈ F e
fx=fy allora anche fy ∈ F] e sia S = {x | fx ∈ F}.
Si ha che S è decidibile se e solo se è vuoto oppure coincide con N (e quindi F è vuoto
oppure coincide con l’insieme di tutte le funzioni calcolabili).
Dim. Supponiamo che S sia decidibile e, per assurdo non sia vuoto né S né il suo
complemento. Allora, esistono due indici i e j tali che i è in S e j è nel complemento di S.
Consideriamo la seguente funzione:
c(x) = i
se x∉ S
j
altrimenti
Poiché c() è calcolabile e totale allora, per il teorema di ricorsione, esiste e tale che:
fe(x) = fc(e)(x).
Se c(e) = i allora e ∉ S; da fi = fc(e)= fe segue anche che, essendo i ∈ S, anche e ∈ S.
Anche se c(e) = j otteniamo una analoga contraddizione.
Applicazioni del Teorema di Rice.
Le uniche proprietà delle funzioni calcolabili (e dei programmi) che possiamo decidere
sono proprietà banali (sempre vere o sempre false!). Non possiamo decidere:
- data una funzione fe , dato x, se fx = fe, cioè se un programma x calcola fe;
– data una funzione fe se fe è totale, crescente, decrescente, costante ecc.
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