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ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΙ ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ - ΑΣΚΗΣΕΙΣ
4.2 ΛΟΓΑΡΙΘΜΟΙ
1η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Εύρεση λογαρίθμου ή
στοιχείων λογαρίθμου
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ
Με την ισοδυναμία
α x = θ ⇔ x = log α θ
μετατρέπουμε λογαριθμικές παραστάσεις
σε
εκθετικές
και
αντίστροφα.
1. Να υπολογιστούν οι παρακάτω λογάριθμοι:
i.
log 3 243
1
ii.
log 1
8
2
iii.
log
81
3
ΛΥΣΗ
i.
log 3 243 = log 3 35
ή
log 3 243 = x ⇔ 3 = 243 ⇔ 3 = 3 ⇔ x = 5 ,
άρα log 3 243 = 5 .
x
x
5
4
= 4.
3
ii.
log 1
2
iii.
log
1
⎛1⎞
= log 1 ⎜ ⎟ = 3 .
8
2
2⎝ ⎠
3
81 = log
3
( 3)
2. Για ποια τιμή του ω ισχύει ω > 0 και ω ≠ 1
--i.
ii.
log ω 27 = 3
1
log 9 ω =
2
ΛΥΣΗ
i.
log ω 27 = 3 ⇔ ω3 = 27 ⇔ ω = 3 27 = 3
1
ii.
log 9 ω =
1
⇔ ω = 92 = 9 = 3
2
23
4
ΑΛΓΕΒΡΑ Β’ ΛΥΚΕΙΟΥ
3. Να βρεθεί ο x, αν ισχύει:
i.
5x = 7
ii. ln x = 4
iv. log x = 2
v. log x x = 3
iii. e x = 8
ΛΥΣΗ
i.
5 x = 7 ⇔ x = log 5 7
ii.
ln x = 4 ⇔ x = e 4
iii.
e x = 8 ⇔ x = ln 8
iv.
log x = 2 ⇔ x = 10 2 = 100
⎧1 ≠ x > 0 ⎧1 ≠ x > 0
⎧1 ≠ x > 0
v. logx x = 3 ⇔ ⎨
⇔
⇔
⇔ x = −1, 0, 1
⎨
⎨
3
3
2
⎩x = x
⎩x − x = 0 ⎩x(1 − x ) = 0
που απορρίπτονται, άρα η εξίσωση είναι αδύνατη.
2η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Απόδειξη μιας σχέσης
1. Να αποδείξετε ότι:
i.
1 + log 3 5 − 2 log 3
ii.
log 2 (log 3 81) = 2
iii.
2 log 2 6− 2 log 2
iv.
27
log 3
3
2
12 −
3
10
= 1 + log 3 2
4
=2
4
=
3
3
ΛΥΣΗ
i.
Γράφουμε το 1 ως log 3 3 , οπότε προκύπτει:
24
4
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2
1 + log 3 5 − 2 log 3
⎛ 10 ⎞
10
⎟ =
= log 3 3 + log 3 5 − log 3 ⎜⎜
⎟
4
4
⎝
⎠
= log 3 (3 ⋅ 5) − log 3
10
10
= log 3 15 − log 3
=
4
4
15
60
= log 3
= log 3 6 = log 3 (3 ⋅ 2) =
10
10
4
= log 3 3 + log 3 2 = 1 + log 3 2
= log 3
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ
Στις αποδείξεις των
ιδιοτήτων
μετατρέπαμε τις λογαριθμικές
παραστάσεις σε εκθετικές, γιατί είχαμε
περισσότερες ιδιότητες να χρησιμοποιήσουμε,
και
μετά
επιστρέφαμε
στις
λογαριθμικές.
Αυτό
εφαρμόζεται και σε
ασκήσεις όπου οι
ιδιότητες των λογαρίθμων δεν αρκούν.
Όταν υπάρχουν ριζικά
σε
λογαριθμικές
παραστάσεις, γίνονται
πρώτα εκθέτες και
μετά συντελεστές.
ii. Έχουμε:
log 2 (log 3 81) = log 2 log 3 3 4 = log 2 (4 log 3 3) =
(
)
= log 2 (4 ⋅ 1) = log 2 4 = log 2 2 2 = 2 log 2 2 = 2 ⋅ 1 = 2
iii.
Ο εκθέτης με εφαρμογή των ιδιοτήτων γράφεται:
1
log 2 6 − 2 log 2 3 = log 2 (3 ⋅ 2) − 2 ⋅ log 2 3 =
2
= log 2 3 + log 2 2 − log 2 3 = log 2 2 = 1
Άρα έχουμε: 2 log 2 6− 2 log 2
3
= 21 = 2
iv. Θέτουμε 27 = 3 , οπότε προκύπτει η παράσταση 3
Ο εκθέτης με εφαρμογή των ιδιοτήτων γίνεται:
2⎞
1
⎛
3⎜ log 3 3 12 − ⎟ = 3 ⋅ log 3 12 − 2 = log 3 12 − 2 ⋅ 1 =
3⎠
3
⎝
3
4
12
--= log 3 12 − 2 log 3 3 = log 3 12 − log 3 9 = log 3
= log 3
3
9
Άρα είναι 27
log 3 3 12 −
2
3
=3
log 3
4
3
=
4
3
2. Να αποδείξετε ότι:
71
log 2 32 165 2 =
20
ΛΥΣΗ
25
2⎞
⎛
3⎜ log 3 3 12 − ⎟
3⎠
⎝
.
4
ΑΛΓΕΒΡΑ Β’ ΛΥΚΕΙΟΥ
1
1
log 2 32 165 2 = log 2 32 16 ⋅ 2 5 = log 2 32 2 4 ⋅ 2 5 =
= log 2 32 2
4+
1
5
= log 2 32 2
21
5
⎛
= log 2 32 ⋅ ⎜⎜ 2
⎝
21
5
1
2
⎞
⎟ =
⎟
⎠
1
= log 2 32 ⋅ 2
71
log 2 2 10 =
21
10
= log 2 2 5 ⋅ 2
21
10
1
⎛ 5+ 21 ⎞ 2
⎛ 71 ⎞ 2
= log 2 ⎜⎜ 2 10 ⎟⎟ = log 2 ⎜⎜ 2 10 ⎟⎟ =
⎠
⎠
⎝
⎝
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ
71
.
20
3η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Ασκήσεις στην αλλαγή
βάσης
1. Να αποδειχθούν οι ισότητες:
3
i.
log 2 5 ⋅ log 25 8 =
2
log 5 7 ⋅ log 7 5 = 1
ii.
ΛΥΣΗ
i.
Εκφράζουμε τον log 25 8 με βάση το 2 και έχουμε:
log 25 8 =
log 2 8 log 2 2 3 3 log 2 2
3
=
=
=
2
log 2 25 log 2 5
2 log 2 5 2 log 2 5
Επομένως η παράσταση γράφεται:
3
3
=
log 2 5 ⋅ log 25 8 = log 2 5 ⋅
2 log 2 5 2
ii.
Εκφράζουμε τον log 7 5 με βάση το 5 και βρίσκουμε:
log 5 5
1
log 7 5 =
=
log 5 7 log 5 7
26
Αν α, β > 0 με α,
β ≠ 1 , τότε για κάθε
θ > 0 ισχύει
log α θ
log β θ =
log α β
Από τον παραπάνω
τύπο προκύπτουν τα
εξής:
Η αλλαγή της βάσης
στους
δεκαδικούς
λογάριθμους δίνεται
από τον τύπο
log θ
log β θ =
log β
Η αλλαγή της βάσης
στους
φυσικούς
λογάριθμους δίνεται
από τον τύπο
ln θ
log β θ =
ln β
4
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Συνεπώς η παράσταση γράφεται:
1
=1
log 5 7 ⋅ log 7 5 = log 5 7 ⋅
log 5 7
2. Να αποδείξετε ότι:
log 2 3 ⋅ log 3 4 ⋅ log 4 5 ⋅ log 5 6 = 1 +
Αν έχουμε λογαρίθμους με διαφορετικές
βάσεις, τότε με την
ιδιότητα
αλλαγή
βάσης αλλάζουμε τις
βάσεις, ώστε να είναι
ίδιες. Αν είναι περισσότερες από δύο οι
διαφορετικές βάσεις,
μετατρέπουμε συνήθως τους λογαρίθμους
σε
δεκαδικούς
ή
νεπέριους.
log 3
log 2
ΛΥΣΗ
log 2 3 ⋅ log 3 4 ⋅ log 4 5 ⋅ log 5 6 =
=
log 3 log 4 log 5 log 6 log 6
=
=
log 2 log 3 log 4 log 5 log 2
log(2 ⋅ 3) log 2 + log 3
log 3
= 1+
=
log 2
log 2
log 2
4η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Προβλήματα
1. Σύμφωνα με την κλίμακα Richter το μέγεθος R ενός σεισμού
εντάσεως Ι δίνεται από τον τύπο
I
R = log
I0
όπου I 0 είναι μια ορισμένη ελάχιστη ένταση.
--i.
Να εκφράσετε το Ι ως συνάρτηση των R και I 0 .
ii. Να βρείτε το μέγεθος ενός σεισμού που έχει ένταση
I = 10.000I 0 .
iii.
Πόσες φορές μεγαλύτερη είναι η ένταση ενός σεισμού
από την ένταση ενός άλλου σεισμού που είναι μικρότερος κατά
1 μονάδα Richter;
ΛΥΣΗ
i.Από τον ορισμό του δεκαδικού λογάριθμου συμπεραίνουμε ότι
I
I
R = log ⇔ 10 R =
⇔ I = I 0 10 R
I0
I0
27
4
ii.
ΑΛΓΕΒΡΑ Β’ ΛΥΚΕΙΟΥ
Θέτουμε I = 10.000I 0 στον τύπο R = log
R = log
I
και έχουμε:
I0
10.000I 0
I
= log
= log 10.000 =
I0
I0
= log10 4 = 4 log 10 = 4 ⋅ 1 = 4
iii. Έστω Ι, R η ένταση και το μέγεθος αντίστοιχα ενός σεισμού
και I1 , R + 1 η ένταση και το μέγεθος αντίστοιχα ενός άλλου
σεισμού. Τότε, από το ερώτημα (i), έχουμε:
I = I 0 10 R και I1 = I 0 10 R +1
Συνεπώς θα είναι
I1 I 0 10 R +1 I 0 10 R ⋅ 10
=
=
= 10 , άρα I1 = 10I
I
I 0 10 R
I 0 10 R
Δηλαδή η ένταση I1 ενός σεισμού είναι δεκαπλάσια από την
ένταση Ι ενός άλλου σεισμού του οποίου το μέγεθος είναι
μικρότερο κατά 1 μονάδα Richter
28
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