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ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ – ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α) έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 2 2
β) έχει κέντρο το σημείο (3, - 1) και ακτίνα 5
γ) έχει κέντρο το σημείο (- 2, 1) και διέρχεται από το σημείο (- 2, 3)
δ) έχει διάμετρο το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με Α (1, 3) και Β (- 3, 5)
15 1
, )
2 2
στ) διέρχεται από τα σημεία (3, 1), (- 1, 3) και έχει κέντρο πάνω στην ευθεία
y = 3x - 2
ζ) έχει κέντρο το σημείο (8, - 6) και διέρχεται από την αρχή των αξόνων
η) έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας 3x + y = 10
θ) έχει ακτίνα 4, εφάπτεται στον άξονα x΄x και διέρχεται από το σημείο (5, 4)
ι) έχει κέντρο το σημείο (- 3, 2), εφάπτεται στον άξονα y΄y και διέρχεται από το σημείο
(- 6, 2)
ια) έχει κέντρο το σημείο (3, 3) και εφάπτεται των αξόνων x΄x και y΄y
ιβ) έχει κέντρο το σημείο (- 3, 1) και εφάπτεται στην ευθεία 4x - 3y + 5 = 0
ε) διέρχεται από τα σημεία (2, 1), (1, 2) και (
2.
Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σημείο (1, 0) και εφάπτεται
στις ευθείες 3x + y + 6 = 0 και 3x + y - 12 = 0.
3.
Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου, ο οποίος είναι εγγεγραμμένος στο τρίγωνο που
σχηματίζει η ευθεία x + y - 6 = 0 και οι άξονες x΄x και y΄y.
4.
Δίνεται η ευθεία y = λx και ο κύκλος x2 + y2 - 4x + 1 = 0. Να βρεθεί η τιμή του λ ώστε η
ευθεία:
α) να τέμνει τον κύκλο
β) να εφάπτεται του κύκλου
γ) να μην έχει κοινά σημεία με τον κύκλο.
5.
Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που περνά από το κέντρο του κύκλου
x2 - 2x + y2 - 6x = 0 και είναι κάθετη στην ευθεία x + 2y - 7 = 0.
6.
Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου x2 + y2 = 4 που είναι παράλληλες
στην ευθεία x + y = 0.
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7.
Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου x2 + y2 = 9 που γράφονται από το
σημείο (0, 6).
8.
Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στην ευθεία y = x και είναι
ομόκεντρος του κύκλου x2 + y2 - 2x + 4y + 1 = 0.
9.
Δίνεται ο κύκλος x2 + y2 - 2x - 1 = 0 και η ευθεία y = x - 3. Να αποδείξετε ότι η ευθεία
εφάπτεται του κύκλου και στη συνέχεια να βρείτε το σημείο επαφής.
10.
Δίνονται τα σημεία Α (1, 2), Β (2, 4) και Γ (3, 1).
α) Να αποδειχθεί ότι: γωνία ΒΑΓ = 90°
β) Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σημεία Α, Β και Γ.
11.
Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σημεία Α (3α, 0),
Β (0, 3α) και Γ (0, - 3α), α > 0
12.
Να αποδειχθεί ότι το σύνολο των σημείων Μ (x, y) του επιπέδου που ικανοποιούν τις
εξισώσεις xσυνθ - yημθ = συν2θ και xημθ + yσυνθ = ημ2θ, θ ∈ R, βρίσκονται σε κύκλο.
13.
Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει το κέντρο του στην ευθεία
(ε): 2x + y + 1 = 0 και διέρχεται από τα σημεία Α (- 1, 2) και Β (3, - 1).
14.
Να αποδειχθεί ότι οι κύκλοι C1: (x - 2)2 + y2 = 4 και C2: x2 - 2x + y2 = 0 εφάπτονται
εσωτερικά.
15.
Να βρεθεί η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι ομόκεντροι οι κύκλοι C1: x2 + y2 +
Α1x + B1y + Γ1 = 0 και C2: x2 + y2 + Α2x + B2y + Γ2 = 0.
16.
Να αποδειχθεί ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ (x, y) του επιπέδου των οποίων
το άθροισμα των τετραγώνων των αποστάσεων από τα Α, Β, Γ με Α (1, - 1), Β (- 1, 2),
Γ (0, 2) είναι σταθερό, είναι κύκλος με κέντρο το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.
17.
Να δειχθεί ότι η εξίσωση x2 + y2 + λx = 0 παριστάνει κύκλο για κάθε
λ ∈ R*. Να βρεθεί η γραμμή πάνω στην οποία βρίσκονται τα κέντρα αυτών των κύκλων.
18.
Θεωρούμε τον κύκλο C: x2 + y2 + 4y = 0 και το σημείο Α (- 1, - 1). Να βρεθεί η εξίσωση
ευθείας που ορίζει στον κύκλο χορδή, με μέσο το σημείο Α.
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19.
Για ποιες τιμές του α ∈ R η εξίσωση x2+y2 - αx + 9 = 0 , παριστάνει κύκλο; Ποιος ο
γεωμετρικός τόπος του κέντρου του κύκλου; Για ποιές τιμές του α η ακτίνα του
κύκλου είναι ακέραιος αριθμός;
20.
Δίνεται ο κύκλος C : (x+2)2 + (y - 3)2= 4 και η ευθεία ε : 3x+4y+λ = 0 , λ ∈ R.
i) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο τιμές του λ για τις οποίες η ε εφάπτεται
στον C.
ii) Για την θετική από τις παραπάνω τιμές του λ , να βρείτε το σημείο επαφής των ε
και C.
21.
Nα βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από το σημείο Μ(4 , -1) και
εφάπτεται στις ευθείες : ε : x - 2y+4 = 0 και ζ : 2x - y - 8 = 0.
22.
i) Nα βρείτε την εξίσωση του συμμετρικού του κύκλου C: (x - 1)2+(y+1)2=5 , ως
προς την ευθεία ε : 2x+y - 5 = 0.
ii) Ποιά είναι η σχετική θέση των ε και C.
23.
Nα βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στους θετικούς ημιάξονες , Ox
και Oy και εξωτερικά στον κύκλο (x - 4)2+(y - 4)2 = 4.
24.
Δίνεται το σημείο Μ(1,4) και ο κύκλος C: x2+y2 - 4x+6y - 12 = 0.
i) Nα αποδείξετε ότι το Μ είναι εξωτερικό σημείο του C.
ii) Nα βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του C που διέρχονται από το M.
iii) Να βρείτε την γωνία των δύο εφαπτομένων και την απόσταση του Μ από την
χορδή του κύκλου που ορίζουν τα σημεία επαφής.
25.
a
(α > 0). Να βρείτε τις
3
εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου που απέχουν από την αρχή των αξόνων
απόσταση ίση με την διάμετρο του κύκλου.
Ένας κύκλος έχει κέντρο το σημείο Κ(α,0) και ακτίνα ρ=
26.
1
15
) = 0.
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση : x2+y2+(λ2 - 1)x+(2λ - 3)y + (λ2 - 14λ +
4
2
παριστάνει κύκλο για κάθε πραγματική τιμή του λ. Επίσης να αποδείξετε ότι ο
κύκλος διέρχεται από ένα σταθερό σημείο , του οποίου να προσδιορίσετε τις
συντεταγμένες.
27.
Να βρείτε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτομένων των κύκλων C1: x2 + y2 = 4 και C2
: (x - 6)2 + y2 = 9 . Ποιες
από
αυτές
είναι οι κοινές εξωτερικές
εφαπτόμενες.
28.
Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Να δείξετε ότι οι κύκλοι που γράφονται με
διαμέτρους ΑΒ και ΑΓ τέμνονται πάνω στην υποτείνουσα ΒΓ.
59
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i) Δίνονται τα σημεία Α(3,3)
σημείων Μ του επιπέδου για
Μ.
ii) Να βρείτε τις εξισώσεις
τόπου , οι οποίες διέρχονται
γωνία των εφαπτομένων αυτών.
και Β(0,2). Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των
τα οποία το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ορθογώνιο στο
των εφαπτομένων του παραπάνω γεωμετρικού
από την αρχή των αξόνων καθώς επίσης και την
30.
Δίνονται τα σημεία Α(2 , 1) και Β( 0 , 1).
i) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία
ισχύει η σχέση (ΜΒ) = 2 (ΜΑ).
ii) Να βρεθούν τα σημεία τομής του παραπάνω γεωμετρικού τόπου με την
ευθεία ΑΒ.
31.
Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των μεσών των χορδών του κύκλου :
C : x2+y2 - 4x = 0 , που η μία άκρη τους είναι αρχή των αξόνων.
32.
Δίνεται ο κύκλος (x - 2)2+(y+3)2=25 και τα σημεία του Α( -2 , 0 ) και Β( 5 , 1).
Αν το σημείο Γ κινείται στον κύκλο , να αποδείξετε ότι το βαρύκεντρο του
τριγώνου ΑΒΓ βρίσκεται σε σταθερό κύκλο.
33.
Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση x2+y2 - 4x - 2y = 0. Nα βρεθούν τα σημεία Μ της
ε: x - y - 5 = 0 , ώστε οι εφαπτόμενες του κύκλου που διέρχονται από το σημείο Μ να
είναι κάθετες μεταξύ τους.
34.
Δίνεται η εξίσωση του κύκλου :
x2+y2 - 2 ( 1+εφθ ) x - 2 ( εφθ - 1 ) y + Γ = 0 , θ ≠ κπ+
π
2
,κπ , κ ∈ Ζ , Γ ∈ R.
i) Αν είναι ρ2=Γ , όπου ρ είναι η ακτίνα του κύκλου , να βρεθεί ο αριθμός Γ.
ii) Nα αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες του κύκλου που διέρχονται από το σημείο (0 , 0)
είναι κάθετες μεταξύ τους και να βρείτε τις εξισώσεις τους.
35.
Δίνονται οι κύκλοι x2+y2+2αx+γ2 = 0 και x2+y2+2βy+γ2 = 0 με αβγ ≠ 0.
1
1
1
Δείξτε ότι αν οι κύκλοι εφάπτονται τότε 2 + 2 = 2 .
a
β γ
36.
i) Να βρεθούν οι εφαπτόμενες του κύκλου: x 2 + y 2 − 4 x − 2 y − 4 = 0 που είναι // στον
y΄ y
ii) Να βρεθούν οι εφαπτόμενες του κύκλου : x 2 + y 2 − 2 x + 4 y = 0 που είναι κάθετες
στην ( ε ) : x − 2 y + 9 = 0 .
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iii) Να βρεθούν οι εφαπτόμενες του κύκλου : x 2 + y 2 + 4 x + 2 y − 8 = 0 που είναι // στην
(ε ) : 2 x + 3 y + 1 = 0 .
iv) Να βρεθούν οι εφαπτόμενες του κύκλου : ( x − 1) + ( y + 2 ) = 13 που σχηματίζουν
2
2
γωνία 45 o με την ευθεία ( ε ) : x − 5 y + 1 = 0 .
37.
Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής με κορυφή το (0, 0) στις παρακάτω περιπτώσεις:
α) είναι συμμετρική ως προς το θετικό ημιάξονα Οx και έχει παράμετρο p = 5
β) είναι συμμετρική ως προς τον άξονα Οx και διέρχεται από το σημείο (- 1, 4)
γ) είναι συμμετρική ως προς τον άξονα Οy και διέρχεται από το σημείο (2, 2)
δ) έχει άξονα συμμετρίας τον Οy και εστία Ε (0, - 4)
ε) έχει εστία Ε (- 2, 0) και διευθετούσα δ: x - 2 = 0
στ) έχει άξονα συμμετρίας τον Οx και εφάπτεται της ευθείας y = 4x + 1
38.
Να βρεθεί η σχετική θέση της ευθείας x + y + 1 = 0 ως προς την παραβολή y2 = 2x.
39.
Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της παραβολής y2 = 3x στα σημεία (0, 0) και
(12, 6).
40.
Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής y2 = 3x που είναι παράλληλη
στην ευθεία 2x - y + 1999 = 0.
37.
Από το σημείο (- 2, 3) προς την παραβολή y2 = 8x γράφονται δύο εφαπτόμενες ευθείες.
α) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων αυτών ευθειών.
β) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες αυτές ευθείες είναι κάθετες.
38.
Έστω η παραβολή y2 = 4px, p > 0. Μια χορδή της ΑΒ είναι κάθετη στον άξονα και έχει
μήκος 8p. Να αποδειχθεί ότι ΟΑ ΟΒ = 0.
39.
Ισόπλευρο τρίγωνο ΟΑΒ είναι εγγεγραμμένο στην παραβολή y2 = 4px με κορυφή το Ο.
Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του.
40.
Έστω η παραβολή C: y2 = 2px και μια χορδή της ΑΒ παράλληλη με τον άξονα y΄y, η
οποία περνάει από την εστία. Να αποδειχθεί ότι:
α) (ΑΒ) = 2 (ΕΚ), όπου Κ το σημείο που τέμνει ο άξονας x΄x τη διευθετούσα
β) οι εφαπτόμενες στα Α και Β διέρχονται από το Κ
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41.
Δίνεται η παραβολή C: y2 = 2px και δύο χορδές ΟΒ, ΟΓ, ώστε γωνία
ΒΟΓ = 90°. Να αποδειχθεί ότι η ΒΓ διέρχεται από σταθερό σημείο.
42.
Δίνεται η παραβολή 2y2 = x.
α) Να βρεθούν η εστία και η διευθετούσα της.
β) Να βρεθεί η απόσταση του σημείου της Α (2, 1) από την εστία Ε και να συγκριθεί με
την απόσταση (ΟΕ).
γ) Να αποδείξετε ότι σε κάθε παραβολή το σημείο της με τη μικρότερη απόσταση από
την εστία είναι η κορυφή της Ο.
δ) Να βρεθεί σημείο στην παραβολή y2 = 2px που να απέχει από την εστία Ε απόσταση
διπλάσια της ΟΕ.
43.
Δίνεται η παραβολή y2 = 4x και η ευθεία (ε): y = x - 1.
α) Να δείξετε ότι η (ε) περνά από την εστία της παραβολής.
β) Να βρείτε τα κοινά σημεία Α, Β της (ε) και της παραβολής.
γ) Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες της παραβολής στα σημεία Α, Β είναι κάθετες.
δ) Να δείξετε ότι κάθε ευθεία που περνά από την εστία και τέμνει την παραβολή σε δύο
σημεία έχει την ιδιότητα (γ).
44.
Δίνεται η παραβολή y2 = 2px. Θέτουμε x΄ = αx και y΄ = αy, α ≠ 0. Να αποδειχθεί ότι το
σημείο (x΄, y΄) κινείται πάλι σε παραβολή.
45.
Δίνονται τα σημεία του επιπέδου (x, y) = (2pκ2, 2pκ) με κ ∈ R.
α) Να αποδειχθεί ότι τα σημεία αυτά ανήκουν σε μια παραβολή
β) Αν Α (2p κ 12 , 2pκ1), Β (2p κ 22 , 2pκ2) είναι δύο σημεία της παραβολής αυτής, να
αποδειχθεί ότι αν η ΑΒ διέρχεται από την εστία, είναι 4κ1κ2 = - 1.
46.
Να αποδείξετε ότι η παραβολή C : y2=2px και η ευθεία ε : y = -x , τέμνονται
πάντοτε σε δύο σημεία , των οποίων η απόσταση είναι 2 2 |p|.
47.
Δίνεται η παραβολή C1:y2=12x και ο κύκλος C2:(x - 3)2+y2=36. Nα αποδείξετε ότι :
i) Ο κύκλος και η παραβολή τέμνονται σε δύο σημεία Α και Β.
ii) Oι εφαπτόμενες της παραβολής στα σημεία Α και Β τέμνονται πάνω στον
κύκλο.
48.
Να αποδείξετε ότι η προβολή της εστίας της παραβολής
οποιαδήποτε εφαπτομένη της , είναι σημείο του άξονα y'y.
62
y2 = 2px
,
πάνω σε
3
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i) Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής που έχει εστία
3
διευθετούσα δ : y= .
4
ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της παραπάνω παραβολής
στην ευθεία x+2y - 3 = 0.
E(2 ,
5
)
4
και
, η οποία είναι κάθετη
50.
Nα βρείτε την εξίσωση της παραβολής που έχει άξονα την ευθεία y=3 ,η κορυφή
της ανήκει στην ευθεία x+y - 2 = 0 και διέρχεται από το σημείο Α( 1 , 2 ).
51.
Να βρείτε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτομένων του κύκλου
παραβολής y2=3x.
52.
Nα αποδείξετε ότι η εφαπτόμενη της παραβολής y2=2px σε ένα σημείο της
είναι διχοτόμος της γωνίας που σχηματίζει η ΜΕ και η Μζ / / x'x.
Μ
53.
Nα βρεθεί η εξίσωση της χορδής της παραβολής y2=8x που έχει μέσο το σημείο
( 3 , 2 ).
Α
54.
Να βρείτε το μήκος της πλευράς ισοπλεύρου τριγώνου που είναι εγγεγραμμένο στην
παραβολή
y2 = 2px , έτσι ώστε μια από τις κορυφές του τριγώνου να
συμπίπτει με την κορυφή της παραβολής.
55.
Δίνονται η παραβολή y2=2px και η ευθεία y=λx+κ. Να αποδείξετε ότι η ευθεία
και η παραβολή έχουν ένα διπλό κοινό σημείο , αν και μόνο αν , p = 2λκ.
56.
Η εφαπτόμενη στο σημείο Μ(x0, y0) της παραβολής y2=2px τέμνει τον άξονα
x'x στο σημείο Ν. Αν Ε είναι η εστία της παραβολής δείξτε ότι το τρίγωνο ΕΜΝ
είναι ισοσκελές.
57.
Δίνεται η παραβολή y2= 4αx , α∈ R . Nα βρείτε την απόσταση της εστίας της
από την εφαπτόμενη της , που έχει συντελεστή διεύθυνσης λ.
58.
Βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών οι οποίες εφάπτονται συγχρόνως στον κύκλο
x2+y2 = 4 και στην παραβολή y2 = 3x.
59.
Δίνεται η ευθεία 4κ2 x - 4κy+30 = 0 και η παραβολή y2=2px.
i) Για ποιά τιμή του p η ευθεία εφάπτεται στην παραβολή, για όλες τις δυνατές
τιμές του κ.
ii) Nα βρεθούν οι κοινές εφαπτόμενες της παραβολής και του κύκλου που έχει
900
εξίσωση x2+y2 =
32
63
x2+y2=4
και της
3
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Δίνεται ο κύκλος x2 + y2 = 2 και η παραβολή y2 = 8x.
α) Να βρεθούν οι κοινές εφαπτόμενες του κύκλου και της παραβολής.
β) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες αυτές είναι κάθετες.
61.
Δίνεται σταθερό σημείο Α και ευθεία (ε) που δεν διέρχεται από το Α. Να αποδείξετε ότι
ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων που διέρχονται από το Α και εφάπτονται
στην (ε), είναι παραβολή.
62.
Να γραφεί η εξίσωση της έλλειψης που έχει μεγάλο και μικρό άξονα με μήκος 6 και 4
μονάδες αντιστοίχως και έχει εστίες πάνω στον άξονα x΄x συμμετρικές ως προς την αρχή
των αξόνων.
63.
Να βρεθεί η εκκεντρότητα και οι εστίες καθεμιάς από τις παρακάτω ελλείψεις:
α)
x2
+ y2 = 1
4
β) 4x2 + 9y2 = 36
γ) 9x2 + 25y2 = 225
64.
Να εξετάσετε αν υπάρχει έλλειψη στην οποία ένα σημείο της Μ να σχηματίζει με τις
εστίες Ε΄ και Ε ισόπλευρο τρίγωνο.
65.
Ο κύκλος με κέντρο το Ο (0, 0) και ακτίνα β διέρχεται από τις εστίες της έλλειψης
x2
+
α2
y2
= 1 με α > β. Να βρεθεί η εκκεντρότητα της έλλειψης.
β2
66.
Δίνεται η έλλειψη C:
+
67.
κ 2 y2
β2
x2
κ2x2
y2
+
=
1.
Να
αποδείξετε
ότι
και
η
έλλειψη
με
εξίσωση
α2
α2
β2
= 1 έχει την ίδια εκκεντρότητα με τη C.
Να συγκριθούν οι εκκεντρότητες των ελλείψεων C1:
x2
α2
+
x2
y2
C2: 4 + 4 = 1, με α > β.
α
β
68.
Να βρεθεί η μορφή της εξίσωσης της έλλειψης με εκκεντρότητα ε =
64
2
.
2
y2
β2
= 1 και
3
69.
70.
71.
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Θεωρούμε την υπερβολή C: x2 - y2 = 1 και την ευθεία
Να βρεθούν οι τιμές του α, για τις οποίες η (ε) εφάπτεται στη C.
(ε): x + 2y = α.
x2
y2
+
= 1.
2
6
α) Να δείξετε ότι το σημείο (1, - 3 ) είναι κοινό τους σημείο και στη συνέχεια να βρείτε
όλα τα κοινά σημεία.
β) Να δείξετε ότι τα κοινά τους σημεία είναι κορυφές ορθογωνίου παραλληλογράμμου.
γ) Να βρεθούν τα σημεία Μ (x0, y0) ώστε x02 + y02 = 4 και (Ε΄Μ) + (ΕΜ) = 2 6 (Ε΄, Ε οι
εστίες της έλλειψης).
Δίνεται ο κύκλος x2 + y2 = 4 και η έλλειψη
y2
x2
+
= 1 στο Μ1 (x1, y1), να αποδείξετε
α2
β2
(ε)
έχει
συντελεστή
διεύθυνσης
Αν (ε) είναι η εφαπτομένη της έλλειψης C:
ότι
η
β x
λ= 2 1.
α y1
κάθετη
στην
2
72.
Να βρεθούν οι εφαπτόμενες της έλλειψης 9x2 + 16y2 = 144 που είναι:
α)
παράλληλες
προς
την
ευθεία
(ε):
x
+
y
=
0
β) κάθετες στην ευθεία (ε).
73.
Δίνεται η έλλειψη
74.
i) Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης που έχει εστίες τα σημεία Ε' ( - 3 , 2 )
, Ε ( 1 , 2 ) και σταθερό άθροισμα 6.
ii) Να βρείτε το κέντρο και τους άξονες συμμετρίας της έλλειψης.
( x + 1) 2 ( y − 2) 2
iii) Nα δείξετε ότι η εξίσωση της παραπάνω έλλειψης γράφεται :
=1
+
9
5
75.
Να βρείτε τα σημεία της έλλειψης
x2
y2
+
= 1.
α2
β2
α) Να δείξετε ότι το τετράπλευρο Ε΄ΒΕΒ΄ είναι ρόμβος (Ε΄, Ε οι εστίες, Β, Β΄ τα άκρα
του μικρού άξονα)
β) Να βρεθεί το εμβαδόν του ρόμβου.
x2 y2
+
= 1 που απέχουν από το μεγάλο άξονα 2
16 12
μονάδες . Να αποδείξετε ότι τα σημεία αυτά είναι κορυφές ορθογωνίου του οποίου να
βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών και το εμβαδόν.
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76.
i) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της έλλειψης 5x2+9y2 = 45 , οι οποίες
διέρχονται από το σημείο Μ(3 , 5).
ii) Ποιά είναι η γωνία των παραπάνω εφαπτομένων και η απόσταση του Μ από την
ευθεία που ορίζουν τα σημεία επαφής.
77.
Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της έλλειψης 9x2+4y2=36 , οι οποίες ορίζουν
με τους άξονες συντεταγμένων τρίγωνο με εμβαδόν 6 τ.μ.
78.
Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης που έχει εστίες τα σημεία Ε'(-3 , 0) , Ε(3 , 0)
και εφάπτεται στην ευθεία ε : x - y - 5 = 0.
79.
Nα βρείτε την εξίσωση της έλλειψης με εστίες στον άξονα
εφάπτεται στις ευθείες ε1 :y = -2x+3 και ε2 : y = 3x+ 19 .
80.
Nα βρείτε την εξίσωση της χορδής της έλλειψης
x2 y2
+
9
4
x'x
και η οποία
= 1 , οποία έχει μέσο το
σημείο Α(2 , 1).
81.
Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου των οποίων ο λόγος
των αποστάσεων από τό σημείο Α(-4 , 0) και την ευθεία ε : 4x + 25 = 0
είναι
4
ίσος με .
5
82.
Να αποδείξετε ότι τα μέσα των χορδών της έλλειψης
x2
α2
+
y2
β2
= 1 ,με συντελεστή
διευθύνσεως λ=1 , ανήκουν σε ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
83.
i) Να βρείτε την συνθήκη ώστε η ευθεία
x2 y2
έλλειψης 2 + 2 = 1 .
α
y = λx+κ
, να είναι εφαπτόμενη της
β
ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτόμένων των ελλείψεων:
και
84.
x2 y2
+
=1
9
4
x2 y2
+
= 1.
3
5
Δίνεται η έλλειψη με εξίσωση
x2
α2
+
y2
β2
= 1.
i) Να δείξετε ότι οι ευθείες με εξισώσεις y = λx ± β 2 + α 2 λ2 , εφάπτονται στην
έλλειψη.
ii) Εξετάστε αν οι παραπάνω ευθείες είναι οι μόνες που εφάπτονται στην
έλλειψη.
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x2 y2
+
= 1 και η παραβολή C2 : y2=2x. Να βρεθούν οι
16 3
εξισώσεις των κοινών εφαπτομένων των C1 και C2.
Δίνονται η έλλειψη C1 :
x2 2
+y = 1 , με συντελεστή διεύθυνσης
4
x2 y2
διάφορο του μηδέν , τέμνει την έλλειψη C2 :
+
= 1 , σε δύο σημεία Γ και Δ ,
6
3
τα οποία δεν ταυτίζονται με τις κορυφές της. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες
της C2 στα σημεία Γ και Δ είναι κάθετες μεταξύ τους.
Μια εφαπτομένη της έλλειψης
C1 :
87.
⎧3 x 2 + 5 y 2 = 15⎫
Δίνονται οι ελλείψεις ⎨ 2
⎬ να δειχθεί ότι τέμνονται σε 4 σημεία ομοκυκλικά
2
⎩5 x + 3 y = 15⎭
88.
Να βρεθεί ο γ.τ. των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει :
d ( M , A) 4
= όπου
d (M , E) 5
Α(-4,0) και ( ε ) : 4 x + 25 = 0 .
89.
Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει τις εστίες της στον άξονα x΄x
συμμετρικές ως προς την αρχή των αξόνων και ακόμα:
3
α) έχει εστιακή απόσταση (Ε΄Ε) = 6 και εκκεντρότητα ε =
2
4
4
β) έχει εστιακή απόσταση (Ε΄Ε) = 20 και εξισώσεις ασυμπτώτων y =
x και y = x.
3
3
γ) έχει εστιακή απόσταση (Ε΄Ε) = 4 και ασύμπτωτες τις διχοτόμους των γωνιών των
αξόνων.
90.
Έστω η υπερβολή C:
91.
Έστω Μ τυχαίο σημείο της υπερβολής y2 - x2 = α2, (ε) η εφαπτομένη στο Μ και Α, Β τα
σημεία που η (ε) τέμνει τις ασύμπτωτες. Τότε το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι
σταθερό.
92.
Έστω κύκλος με εξίσωση x2 + y2 = α2. Αν θέσουμε x = x΄ και y = cy΄, να αποδείξετε ότι
το σημείο (x΄, y΄) ανήκει σε έλλειψη.
93.
Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζεται από τις ασύμπτωτες της
x2 y2
= 1 και την ευθεία y = 2.
υπερβολής
16
9
x2
y2
+
= 1. Να δειχθεί ότι κάθε παράλληλη προς μια
α2
β2
ασύμπτωτη τέμνει την υπερβολή σ’ ένα μόνο σημείο.
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94.
Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της υπερβολής 25x2 - 4y2 = 100 που είναι
παράλληλες προς την ευθεία 3x - y = 0.
95.
Να βρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες με την
x2
y2
+
= 1.
έλλειψη
25 16
96.
97.
98.
99.
x2
y2
= 1 και Μ (x1, y1) ένα σημείο της διαφορετικό από τις
α2 β 2
κορυφές της. Αν η κάθετη (ε΄) της (ε) στο Μ τέμνει τους άξονες x΄x, y΄y στα Γ και Δ
αντίστοιχα (ε η εφαπτόμενη στο Μ)
α) να βρεθεί συναρτήσει των x1, y1 η εξίσωση της (ε΄)
β) να βρεθούν οι συντεταγμένες των Γ και Δ
γ) να βρεθούν οι συντεταγμένες του μέσου Ν του ΓΔ
δ) να αποδειχθεί ότι ο γεωμετρικός τόπος του Ν είναι μια υπερβολή C1
ε) να αποδειχθεί ότι οι υπερβολές C και C1 έχουν τις ίδιες εκκεντρότητες, αλλά τις εστίες
σε διαφορετικούς άξονες.
Δίνεται η υπερβολή C:
Nα βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες στον άξονα x'x
εφάπτεται στις ευθείες ε1 : 5x - 4y - 16 = 0 και ε2 : 3x - 2y - 6 3 = 0
και η οποία
x2 y 2
Δίνεται η έλλειψη
+
= 1. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής , η οποία έχει
25 16
τις ίδιες εστίες με την παραπάνω έλλειψη και εφάπτεται στην ευθεία :x-y+1=0.
Nα βρείτε την εξίσωση της υπερβολής με εστίες στον άξονα x'x
εφάπτεται στις ευθείες ε1 : 5x - 4y - 16 = 0 και ε2 : 3x - 2y - 6 3 = 0
100. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της υπερβολής
:
και η οποία
x2 y2
−
= 1 , οι οποίες
20 5
είναι κάθετες στην ευθεία 4x+3y - 1 = 0.
x2 y2
Δίνεται
η
έλλειψη
+
101.
8
3
i) Έχουν τις ίδιες εστίες .
ii) Tέμνονται κάθετα.
= 1 και η υπερβολή
x2 y2
−
3
2
= 1. Να αποδείξετε ότι :
102. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων που διέρχονται από το σημείο
Μ(-1,0) και εφάπτονται εξωτερικά στον κύκλο x2+y2 = 2x.
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103. Δίνονται οι ημιευθείες y = x και y = -x με x > 0. Μια ευθεία ε τις τέμνει στα
σημεία Α και Β.
i) Να βρείτε τις συντεταγμένες των Α και Β ως συνάρτηση των συντεταγμένων του
μέσου Μ του τμήματος ΑΒ.
ii) Αν το τρίγωνο ΟΑΒ έχει εμβαδόν 3 τ.μ , να αποδείξετε ότι το Μ γράφει τον
κλάδο ισοσκελούς υπερβολής.
104. Να βρείτε τον γεωμετρικό
x2 y2
υπερβολής
−
= 1.
4
5
τόπο των μεσών των παραλλήλων
χορδών της
y2=8x και της
105. Nα βρείτε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτομένων της παραβολής
x2 y2
υπερβολής
−
= 1.
2
7
106. Ο κύκλος με εξίσωση x2 + y2 = 16 διέρχεται από τις κορυφές της υπερβολής C του
παρακάτω σχήματος, της οποίας η μια ασύμπτωτη έχει εξίσωση y = α) οι εστίες της υπερβολής
β) η εστιακή της απόσταση
γ) η εξίσωσή της
δ) να προσδιοριστεί το ορθογώνιο βάσης της
υπερβολής
ε) η εκκεντρότητά της.
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y
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x
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ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΟΛΙΚΟΥ
1.
Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο την αρχή των αξόνων σε καθεμιά από τις
παρακάτω περιπτώσεις:
a) Όταν διέρχεται από το σημείο Α(1, 3) .
b) Όταν διέρχεται από το σημείο Α(α − β , α + β )
c) Όταν εφάπτεται της ευθείας x − y = 2
d) Όταν εφάπτεται της ευθείας α x + β y = α 2 + β 2
2.
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου x 2 + y 2 = 5 σε καθεμιά από τις
παρακάτω περιπτώσεις:
a) Όταν είναι παράλληλη στην ευθεία y = 2 x + 3
1
b) Όταν είναι κάθετη στην ευθεία
y= x
2
Α(5, 0)
c) Όταν διέρχεται από το σημείο
3.
Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες του κύκλου x 2 + y 2 = 2 στα σημεία Α(1,1) , Β(−1,1) ,
Γ(−1, −1) και Δ(1, −1) σχηματίζουν τετράγωνο με διαγώνιες τους άξονες x′x και y′y .
Ποιο είναι το εμβαδόν του τετραγώνου αυτού;
4.
Να βρείτε την εξίσωση της χορδής του κύκλου x 2 + y 2 = 4 που έχει μέσο το σημείο
Μ (1, −1) .
5.
Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:
a) Όταν έχει κέντρο Κ (0,1) και διέρχεται από το σημείο Α( 3, 0)
b) Όταν έχει διάμετρο το τμήμα με άκρα Α(−1, 2) και Β(7,8)
c) Όταν έχει ακτίνα ρ = 5 και τέμνει τον άξονα x′x στα σημεία Α(1, 0) και Β(7, 0)
d) Όταν διέρχεται από τα σημεία Α (4,0) και Β (8,0) και έχει το κέντρο του στην ευθεία
y=x
e) Όταν τέμνει τον άξονα x′x στα σημεία Α(4, 0) και Β(8, 0) και τον άξονα y′y στα
σημεία Γ(0, −2) και Δ(0, μ ) .
f) Όταν εφάπτεται του άξονα x′x στο σημείο Α(3, 0) και διέρχεται από το σημείο
Β(1, 2) .
g) Όταν διέρχεται από την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας 3x + 4 y = 12
στο σημείο Α(0,3) .
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6.
Να βρείτε το κέντρο και η ακτίνα του κύκλου που έχει εξίσωση
(i) x 2 + y 2 + 4 x − 6 y − 3 = 0
(ii) x 2 + y 2 − 10 x + 12 y − 20 = 0
(iii) 3 x 2 + 3 y 2 + 6 x − 9 y + 1 = 0
(iv) x 2 + y 2 − 4α x + 10β y + 4α 2 + 16 β 2 = 0 .
7.
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου
(i) x 2 + y 2 − 2 x + 4 y + 4 = 0
στο σημείο του
2
2
2
2
(ii) x + y − 2α x − 2 β y + α − 3β = 0
στο σημείο του
Α(1, −1)
Α(α , − β ) .
8.
Να βρείτε τη σχετική θέση των κύκλων:
C1 : x 2 + y 2 = 1
και
C2 : ( x − 1) 2 + y 2 = 4 .
9.
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( x − α)(x - β ) + ( y -γ)(y − δ ) = 0 παριστάνει τον
περιγεγραμμένο κύκλο του τετραπλεύρου με κορυφές τα σημεία Α(α , γ ) ,
Β( β , γ ), Γ( β , δ ), Δ(α , δ ) και ότι οι ΑΓ και ΒΔ είναι διάμετροι αυτού του κύκλου.
10.
Να αποδείξετε ότι η ευθεία xσυνφ + yημφ = 4ημφ − 2συνφ + 4 εφάπτεται του κύκλου
x2 + y 2 + 4 x − 8 y + 4 = 0 .
11.
Από ένα σημείο Μ 0 ( x0 , y0 ) εκτός του κύκλου x 2 + y 2 = ρ 2 φέρνουμε τις δύο
εφαπτόμενές του. Αν Μ1 , Μ 2 είναι τα σημεία επαφής, να αποδείξετε ότι η χορδή
Μ1Μ 2 έχει εξίσωση xx0 + yy0 = ρ 2 .
12.
Έστω C ο κύκλος που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και διέρχεται από το σημείο
Α(3α , 0) . Έστω επιπλέον Μ ένα σημείο του C . Να αποδείξετε ότι όταν το Μ διαγράφει
τον C , τότε το κέντρο βάρους G του τριγώνου ΟΑΜ διαγράφει τον κύκλο
( x − α )2 + y 2 = α 2 .
13.
Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, από τα οποία οι εφαπτόμενες προς τον
κύκλο x 2 + y 2 = ρ 2 είναι κάθετες.
14.
Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, των οποίων ο λόγος των αποστάσεων
από τα σημεία Α(−3, 0) και Β(3, 0) είναι σταθερός και ίσος με 2.
15.
Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, των οποίων το τετράγωνο της
απόστασης από την αρχή των αξόνων είναι ίσο με το τετραπλάσιο της απόστασης από
την ευθεία x = 1 .
16.
Έστω το τρίγωνο με κορυφές A(3,5) , B(2, −4) και Γ(−5, −1) . Να αποδείξετε ότι ο
γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ για τα οποία ισχύει ΜΑ 2 + ΜΒ2 + ΜΓ 2 = 107 είναι
κύκλος με κέντρο το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ .
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17.
Να αποδείξετε ότι καθώς το θ διαγράφει το διάστημα [0, 2π ) , το σημείο τομής των
ευθειών xσυνθ + yημθ = α
και
xημθ − yσυνθ = β διαγράφει τον κύκλο
x2 + y 2 = α 2 + β 2 .
18.
Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μέσων των χορδών του κύκλου x 2 + y 2 = 25 , που
διέρχονται από το σημείο Α(2, 4) .
19.
Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής που έχει κορυφή την αρχή των αξόνων και άξονα
συμμετρίας τον άξονα x′x σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:
a) Όταν έχει εστία το σημείο Ε(−1, 0)
1
b) Όταν έχει διευθετούσα την ευθεία x =
2
c) Όταν διέρχεται από το σημείο Α(1, 2) .
20.
Να βρεθεί η εστία και η διευθετούσα της παραβολής με εξίσωση:
(i) y 2 = 8 x
(ii) y 2 = −8 x
1
1
(iii) y = x 2
(iv) y = − x 2
4
4
1 2
(v) y 2 = 4α x
(vi) y =
x .
4α
21.
Δίνεται η παραβολή y 2 = 2 px . Να αποδειχτεί ότι η κορυφή της παραβολής είναι το
πλησιέστερο στην εστία σημείο της.
22.
Να βρεθούν οι συντεταγμένες των σημείων Α και Β της παραβολής y =
1 2
x , που έχουν
4
∧
την ίδια τεταγμένη και ισχύει ΑΟΒ = 900 .
23.
Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής y =
1 2
x σε καθεμιά από τις
4
παρακάτω περιπτώσεις:
a) Όταν είναι παράλληλη στην ευθεία y = x + 1
b) Όταν είναι κάθετη στην ευθεία y = −2 x
c) Όταν διέρχεται από το σημείο Α(0, −1) .
24.
Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της παραβολής y =
1 2
x στα σημεία Α(4, 4) και
4
1⎞
⎛
Β ⎜ −1, ⎟ τέμνονται κάθετα και πάνω στη διευθετούσα της.
4⎠
⎝
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25.
Να αποδειχτεί ότι ο κύκλος ( x − 3) 2 + y 2 = 8 εφάπτεται της παραβολής y 2 = 4 x .
(Δηλαδή, έχουν τις ίδιες εφαπτόμενες στα κοινά σημεία τους).
26.
Έστω η παραβολή y 2 = 12 x . Αν η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο Α(1, 2 3)
τέμνει τον άξονα x′x στο σημείο Β, να αποδειχτεί ότι το τρίγωνο ΕΑΒ είναι ισόπλευρο.
27.
Έστω η παραβολή y 2 = 4 x . Αν η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο Α(3, 2 3)
τέμνει τη διευθετούσα στο σημείο Β, να αποδειχτεί ότι ο κύκλος με διάμετρο ΑΒ
εφάπτεται στον άξονα x′x στην εστία της παραβολής..
28.
Έστω Μ ένα σημείο της παραβολής y 2 = 2 px . Να αποδειχτεί ότι ο κύκλος με διάμετρο
EM , όπου Ε η εστία της παραβολής, εφάπτεται στον άξονα y′y .
29.
Έστω η παραβολή y 2 = 2 px και η εφαπτομένη της ε σε ένα σημείο Α( x1 , y1 ) αυτής.
Αν η ευθεία ΟΑ τέμνει τη διευθετούσα της παραβολής στο σημείο Β , να αποδειχτεί ότι
ΒΕ // ε .
30.
Αν η εφαπτομένη της παραβολής y 2 = 2 px στο σημείο της Α τέμνει τη διευθετούσα
στο σημείο Β και τον άξονα y′y στο σημείο Κ , να αποδειχτεί ότι
∧
(i) AEB = 900 ,
(ii) ΕΚ ⊥ ΑΒ
και
(iii) (ΕΚ ) 2 = (ΚΑ)(ΚΒ) .
31.
Έστω η παραβολή y 2 = 2 px και ένα σημείο της Α( x1 , y1 ) . Φέρνουμε την εφαπτομένη
της παραβολής στο Α, που τέμνει τον άξονα x′x στο Β και την παράλληλη από το Α
στον άξονα x′x , που τέμνει τη διευθετούσα στο Γ. Να αποδειχτεί ότι το τετράπλευρο
ΑΕΒΓ είναι ρόμβος με κέντρο στον άξονα y′y .
32.
Δίνονται οι παραβολές C1 : y 2 = 2 px και C2 : x 2 = 2 py
Να αποδείξετε ότι οι C1 και C2 τέμνονται στα σημεία O(0, 0) και Α(2 p, 2 p )
Αν οι εφαπτόμενες των C1 και C2 στο Α τέμνουν τις C2 και C1 στα σημεία Β και Γ
αντιστοίχως, να αποδείξετε ότι η ΒΓ είναι κοινή εφαπτομένη των C1 και C2
33.
Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:
a) Όταν έχει εστίες τα σημεία Ε′(−4, 0) και Ε(4, 0) και μεγάλο άξονα 10
b) Όταν έχει εστίες τα σημεία Ε′(0, −5) και Ε(0,5) και μεγάλο άξονα 26
12
c) Όταν έχει εστίες τα σημεία Ε′(−12, 0) και Ε(12, 0) και εκκεντρότητα
13
d) Όταν έχει εστίες τα σημεία Ε′(−4, 0) και Ε(4, 0) και διέρχεται από το σημείο
⎛ 9⎞
Μ ⎜ 4, ⎟
⎝ 5⎠
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Όταν έχει εστίες στον άξονα y′y και διέρχεται από τα σημεία M 1 (1,1) και
⎛ 1⎞
M 2 ⎜ 2, ⎟ .
⎝ 2⎠
e)
34.
Να βρείτε τα μήκη των αξόνων, τις εστίες και την εκκεντρότητα των ελλείψεων:
(i) x 2 + 4 y 2 = 4
(ii) 169 x 2 + 144 y 2 = 24336 .
35.
Να εγγράψετε στην έλλειψη 4 x 2 + y 2 = 4 τετράγωνο με πλευρές παράλληλες προς τους
άξονες.
36.
Αν E ′, E είναι οι εστίες και Β′Β ο μικρός άξονας της έλλειψης x 2 + 2 y 2 = 4 , να
αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΕΒΒ′Ε′ είναι τετράγωνο.
37.
Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες μιας έλλειψης στα άκρα μιας διαμέτρου της είναι
παράλληλες. (Διάμετρος μιας έλλειψης λέγεται το τμήμα που συνδέει δύο σημεία της
έλλειψης και διέρχεται από την αρχή των αξόνων).
38.
Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της έλλειψης 3x 2 + y 2 = 4 , οι οποίες:
f) είναι παράλληλες προς την ευθεία y = −3x + 1
1
g) είναι κάθετες στην ευθεία y = x
2
h) διέρχονται από το σημείο Μ (0, 4) .
39.
Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της έλλειψης x 2 + 4 y 2 = 100 στα σημεία της
M 1 (4 5, 5) , M 2 (−4 5, 5) , M 3 (−4 5, − 5)
τετράγωνο με διαγώνιες τους άξονες x′x και y′y .
40.
41.
M 4 (4 5, − 5)
σχηματίζουν
⎛ α (1 − t 2 ) 2 β t ⎞
x2 y 2
Να αποδείξετε ότι το σημείο M ⎜
ανήκει
στην
έλλειψη
+
= 1 για
,
⎟
2
α2 β2
1+ t2 ⎠
⎝ 1+ t
όλες τις τιμές του t ∈ R .
Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών
α y = λβ (α + x) και λα y = β (α − x) ,
0< β <α .
ανήκει στην έλλειψη
42.
και
x2
α
2
+
y2
β
2
= 1 για όλες τις τιμές του λ ∈ R* .
Αν M ( x, y ) είναι ένα σημείο της έλλειψης
( ME ′) = α + ε x
και
( ME ) = α − ε x .
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α2
+
y2
β2
= 1 , να αποδείξετε ότι
3
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Αν d , d ′ είναι οι αποστάσεις των σημείων Γ(0, γ ) και Γ′(0, −γ ) από την εφαπτομένη
της έλλειψης
x2
α2
+
y2
β2
= 1 σε ένα σημείο της
M 1 ( x1 , y1 ) , να αποδείξετε ότι
d 2 + d ′2 = 2α 2 .
44.
Έστω M 1 ( x1 , y1 ) , M 2 ( x2 , y2 ) δύο σημεία της έλλειψης
x2
α2
+
y2
β2
= 1 και τα σημεία
N1 (ε x1 , 0) και N 2 (ε x2 , 0) . Να αποδείξετε ότι ( M 1 N 2 ) = ( M 2 N1 ) .
45.
46.
47.
y2
+
= 1 και ένα σημείο της Μ. Έστω επιπλέον, ο κύκλος
α2 β2
x 2 + y 2 = α 2 και το σημείο του Ν, που έχει την ίδια τετμημένη με το Μ. Από το Μ
φέρνουμε παράλληλη προς την ON , που τέμνει τους άξονες x′x και y′y στα σημεία Γ
και Δ αντιστοίχως. Να αποδείξετε ότι ΜΓ = β και Μ Δ = α .
Έστω η έλλειψη
x2
y2
= 1 , 0 < β < α στις κορυφές
α2 β2
της Α(α , 0) και Α′(−α , 0) , αντιστοίχως, και ζ η εφαπτομένη της C σε ένα σημείο της
M 1 ( x1 , y1 ) . Αν η ζ τέμνει τις ε και ε ′ στα σημεία Γ και Γ′ , αντιστοίχως, να αποδείξετε
ότι:
a) ( ΑΓ)( Α′Γ′) = β 2
b) ο κύκλος με διάμετρο το ΓΓ ′ διέρχεται από τις εστίες της έλλειψης.
Έστω ε και ε ′ οι εφαπτόμενες της έλλειψης C :
x2
+
+
y2
= 1 και η εφαπτομένη στο σημείο της M 1 ( x1 , y1 ) . Αν η
α2 β2
εφαπτομένη τέμνει τους άξονες x′x και y′y στα σημεία Γ( p, 0) και Δ(0, q ) , να
α2 β2
αποδείξετε ότι 2 + 2 = 1 .
Έστω η έλλειψη
p
48.
x2
q
Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:
a) Όταν έχει εστίες τα σημεία Ε′(−13, 0), Ε(13, 0) και κορυφές τα σημεία Α(5, 0) και
Α′(−5, 0)
5
b) Όταν έχει εστίες τα σημεία Ε′(0, −10), Ε(0,10) και εκκεντρότητα
3
c) Όταν έχει εστίες τα σημεία Ε′(− 5, 0), Ε( 5, 0) και διέρχεται από το σημείο
M (2 2,1)
4
d) Όταν έχει ασύμπτωτες τις ευθείες y = ± x και διέρχεται από το σημείο M (3 2, 4) .
3
75
3
MAΘΗΜΑΤΙΚΑ Β’ ΛΥΚΕΙΟΥ
49.
Να βρείτε τις εστίες, την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες της υπερβολής:
a) 9 x 2 − 16 y 2 = 144 ,
b) x 2 − y 2 = 4 ,
c) 144 x 2 − 25 y 2 = 3600 .
50.
Να βρείτε την εκκεντρότητα της υπερβολής
y=
51.
α2
−
y2
β2
= 1 , της οποίας η ασύμπτωτη
β
x σχηματίζει με τον άξονα x′x γωνία 300 .
α
Αν η εφαπτομένη της υπερβολής
ασύμπτωτη y =
52.
x2
x2
α2
−
y2
β2
= 1 στην κορυφή Α(α , 0) τέμνει την
β
x στο σημείο Γ , να αποδείξετε ότι (ΟΕ) = (ΟΓ) .
α
x2
−
y2
= 1 , ε η εφαπτομένη της σε ένα σημείο Μ1 ( x1 , y1 ) και ζ
α2 β2
η κάθετη της ε στο M 1 . Αν η ε διέρχεται από το σημείο M 2 (0, − β ) και η ζ διέρχεται από
Έστω η υπερβολή C :
το σημείο M 3 (2α 2, 0) , να αποδείξετε ότι η εκκεντρότητα της υπερβολής είναι ίση με
2.
53.
Να αποδείξετε ότι κάθε ευθεία που είναι παράλληλη προς μια από τις ασύμπτωτες της
x2 y 2
υπερβολής 2 − 2 = 1 τέμνει την υπερβολή σε ένα μόνο σημείο. Ποιο είναι το σημείο
α
β
τομής της ευθείας 2 x − y = 1 και της υπερβολής 4 x 2 − y 2 = 1 ;
54.
Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της υπερβολής x 2 − 4 y 2 = 12 οι οποίες:
a) είναι παράλληλες προς την ευθεία y = x + 1
4
b) είναι κάθετες στην ευθεία y = −
x
3
c) διέρχονται από το σημείο M (3, 0)
55.
Αν Ε1 είναι η προβολή της εστίας Ε της υπερβολής
β
x , να αποδείξετε ότι
α
(i) (OE1 ) = α ,
(ii) ( EE1 ) = β .
y=
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−
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x2
y2
= 1 στις κορυφές της Α και Α′ .
α2 β2
Αν Γ και Γ′ είναι τα σημεία στα οποία μια τρίτη εφαπτομένη της υπερβολής τέμνει τις
ε και ε ′ , αντιστοίχως, να αποδείξετε ότι
(i) ( ΑΓ)( Α′Γ′) = β 2 και
(ii) ο κύκλος με διάμετρο το ΓΓ′ διέρχεται από τις εστίες της υπερβολής.
−
56.
Έστω ε και ε ′ οι εφαπτόμενες της υπερβολής
57.
Έστω Μ1 ( x1 , y1 ) και Μ 2 ( x2 , y2 ) δύο σημεία του δεξιού κλάδου της υπερβολής
x2
α2
−
y2
β2
= 1 . Αν η ευθεία Μ1Μ 2 τέμνει τις ασύμπτωτες στα σημεία Μ 3 ( x3 , y3 ) και
Μ 4 ( x4 , y4 ) , να αποδείξετε ότι (Μ1Μ 3 ) = (Μ 2 Μ 4 ) .
x2
58.
= 1 φέρνουμε παράλληλες προς τις
α2 β2
ασύμπτωτες. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του σχηματιζόμενου παραλληλόγραμμου
είναι σταθερό.
59.
Να αποδείξετε ότι το συνημίτονο μιας από τις γωνίες των ασυμπτώτων της υπερβολής
2−ε 2
x2 y 2
συν
−
=
1
δίνεται
από
τον
τύπο
φ
=
.
2
2
2
α
−
y2
Από ένα σημείο Μ1 ( x1 , y1 ) της υπερβολής
ε
β
x2
y2
x2
y2
ρ > 1 . Αν
α
β
α
β
Α1′ , Α1 και Α′2 , Α 2 είναι οι κορυφές των C1 και C2 αντιστοίχως, να αποδείξετε ότι από
το Α 2 δεν άγονται εφαπτόμενες στη C1 , ενώ από το Α1 άγονται εφαπτόμενες της C2 .
−
=1
= ρ2,
Έστω οι υπερβολές C1 :
61.
Δίνεται η εξίσωση x 2 + y 2 − 2λ x − 1 = 0
(1), όπου λ ∈ R .
a) Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή του λ η (1) παριστάνει κύκλο του οποίου ζητείται
να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα.
b) Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι Cλ που ορίζονται από την (1) για τις διάφορες
τιμές του λ διέρχονται από δύο σταθερά σημεία. Ποιά είναι η εξίσωση της κοινής χορδής
όλων αυτών των κύκλων;
62.
Δίνονται οι κύκλοι C1 : x 2 + y 2 = 1 και C2 : ( x − 2) 2 + y 2 = 22 και η ευθεία
y = λ x + β , όπου λ , β ∈ R .
a) Ποιες είναι οι αποστάσεις των κέντρων των κύκλων C1 και C2 από την ευθεία;
b) Για ποιες τιμές των λ και β η ευθεία εφάπτεται και στους δύο κύκλους;
c) Να αποδείξετε ότι οι κοινές εφαπτόμενες των κύκλων C1 και C2 τέμνονται πάνω
στον άξονα x′x και σχηματίζουν μεταξύ τους γωνία 600 .
2
2
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Μια ευθεία y = λ x + β , με λ ≠ 0 , τέμνει την παραβολή y 2 = 4 x σε δύο σημεία Α και Β.
⎛ 2 − λβ 2 ⎞
, ⎟.
i) Να αποδείξετε ότι οι συντεταγμένες του μέσου Μ του ΑΒ είναι ⎜
2
λ⎠
⎝ λ
ii) Να βρείτε την εξίσωση της γραμμής πάνω στην οποία βρίσκεται το Μ, όταν
(α) λ = 1 και το β μεταβάλλεται
(β) β = 0 και το λ μεταβάλλεται.
x2
y2
= 1 , με α > β > 0 και το σημείο Σ(0, 2 β ) . Μια ευθεία με
α2 β2
συντελεστή διεύθυνσης λ διέρχεται από το σημείο Σ και τέμνει τις εφαπτόμενες, στα
άκρα του μεγάλου άξονα της έλλειψης, στα σημεία Μ και Μ′ .
a) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με διάμετρο ΜΜ′ συναρτήσει του λ.
b) Για ποιες τιμές του λ ∈ R ο κύκλος αυτός διέρχεται από τις εστίες της έλλειψης;
Δίνεται η έλλειψη
+
x2 y2
+
= 1 . Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής η οποία έχει τις
52 4 2
ίδιες εστίες με την έλλειψη και εφάπτεται στην ευθεία y = x + 1 .
65.
Δίνεται η έλλειψη
66.
Έστω τα διανύσματα OA1 = (4, 0) και OA2 = (1, 0) του καρτεσιανού επιπέδου. Αν τα
διανύσματα αρχίσουν, συγχρόνως, να περιστρέφονται με την ίδια γωνιακή ταχύτητα
αλλά με αντίθετη φορά, να αποδείξετε ότι το πέρας Μ της συνισταμένης τους διαγράφει
έλλειψη.
67.
Δίνονται οι ημιευθείες δ1 : y = 2x και δ 2 : y = −2 x , x ∈ (0, +∞) και μια ευθεία ε η
οποία τις τέμνει στα σημεία M 1 και M 2 αντιστοίχως.
a) Να βρείτε τις συντεταγμένες των M 1 και M 2 συναρτήσει των συντεταγμένων του
μέσου Μ του ευθύγραμμου τμήματος Μ1Μ 2 .
b) Να αποδείξετε ότι όταν η ευθεία ε κινείται, έτσι ώστε το τρίγωνο OM 1M 2 να έχει
σταθερό εμβαδόν και ίσο με 2, τότε το Μ κινείται στον ένα κλάδο μίας σταθερής
υπερβολής.
68.
Δίνονται οι ελλείψεις C1 :
⎯⎯
→
⎯⎯
→
x2
α2
+
y2
β2
ημιευθεία y = (εφθ ) x, x > 0 , 0 < θ <
= 1 και C2 : α 2 x 2 + β 2 y 2 = 1 με 0 < β < α . Η
π
τέμνει την C1 στο σημείο Γ1 ( x1 , y1 ) και την C2
2
στο σημείο Γ 2 ( x2 , y2 ) .Αν λ1 είναι ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της C1
στο σημείο Γ1 και λ2 είναι ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της C2 στο
σημείο Γ 2 , να αποδείξετε ότι το γινόμενο λ1λ2 είναι ίσο με (εφθ ) −2 .
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x2
+
y2
69.
=1.
α2 β2
a) Η εφαπτομένη της έλλειψης στο σημείο που η διχοτόμος του πρώτου τεταρτημόριου
1
τέμνει την έλλειψη έχει κλίση − . Να βρείτε την εκκεντρότητα της έλλειψης.
2
b) Έστω Μ το σημείο του πρώτου τεταρτημόριου στο οποίο η ευθεία y = λ x , λ > 0
τέμνει την παραπάνω έλλειψη. Αν μ είναι η κλίση της εφαπτόμενης της έλλειψης στο
σημείο Μ, τότε να εκφράσετε το γινόμενο λμ ως συνάρτηση των ημιαξόνων α, β.
70.
a) Δίνονται ένας κύκλος C με κέντρο Κ και ακτίνα R και μια ευθεία ε που δεν έχει
κανένα κοινό σημείο με τον κύκλο C1 . Να αποδείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων C, που
εφάπτονται της ε και του κύκλου C1 εξωτερικά, ανήκουν σε σταθερή παραβολή.
Δίνεται η έλλειψη
b) Δίνονται δύο κύκλοι C1 και C2 , με κέντρα K1 και K 2 και ακτίνες R1 και R2
αντιστοίχως, από τους οποίους ο C2 είναι εσωτερικός του C1 . Να αποδείξετε ότι τα
κέντρα των κύκλων C, που εφάπτονται εσωτερικά του C1 και εξωτερικά του C2 ,
ανήκουν σε σταθερή έλλειψη.
c) Δίνονται δύο κύκλοι C1 και C2 , με κέντρα K1 και K 2 και ακτίνες R1 και R2 ,
αντιστοίχως, που βρίσκονται ο ένας εκτός του άλλου. Να αποδείξετε ότι τα κέντρα του
κύκλου C που εφάπτονται εξωτερικά και των δύο κύκλων C1 και C2 ανήκουν σε κλάδο
σταθερής υπερβολής.
71.
x2
y2
+
= 1 και το σημείο της M (α συνφ , β ημφ ) .
α2 β2
a) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της έλλειψης στο σημείο Μ.
b) Να αποδείξετε ότι το γινόμενο των αποστάσεων των εστιών Ε και Ε′ από την
εφαπτομένη είναι σταθερό.
c) Για ποια τιμή του φ το εμβαδόν του τριγώνου που ορίζει η εφαπτομένη με τους
άξονες γίνεται ελάχιστο;
Δίνεται η έλλειψη
79
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