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ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ – ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
1η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Μας ζητούν να βρούμε την
εξίσωση ενός κύκλου.
1. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το σημείο:
Κ (3, 3) και τέμνει από την ευθεία ε: x – 2ψ + 7 = 0 χορδή
μήκους 4.
ΛΥΣΗ
M
B
A
K
οο
Φέρουμε από το Κ την κάθετη ΚΜ ⊥ (ε).
Τότε το Μ θα ’ναι μέσο του ΑΒ και αφού (ΑΒ) = 4 ⇔ (ΜΒ) = 2.
3 − 2⋅3 + 7
4
Έχουμε: d ( K , M ) =
=
.
2
2
5
1 +2
Στο ορθογώνιο λοιπόν ΚΜΒ έχουμε:
2
36
16
⎛ 4 ⎞
( KB ) = ( KM ) + ( MB ) ⇔ ρ = ⎜ ⎟ + 22 = + 4 = .
5
5
⎝ 5⎠
36
2
2
Άρα ο κύκλος έχει εξίσωση: ( x − 3) + (ψ − 3) =
.
5
2
2
2
2
2. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου με διάμετρο το ΑΒ αν είναι
Α (5, –2) και Β (–3, 6).
ΛΥΣΗ
---
⎛ 5 − 3 −2 + 6 ⎞
Το κέντρο του κύκλου είναι Κ = ⎜
,
⎟ ⇔ Κ (1, 2 ) . Η
2 ⎠
⎝ 2
ακτίνα είναι ρ = ΚΑ =
( 5 − 1) + ( −2 − 2 )
2
2
= 16 + 16 = 32
Άρα η εξίσωση του κύκλου είναι
2
2
( x − 1) + ( y − 2 ) = 32
19
3
3.
MAΘΗΜΑΤΙΚΑ Β’ ΛΥΚΕΙΟΥ
Δίνεται η εξίσωση x 2 + y 2 − 2 ( x − y ) a + a 2 = 0
(1) με α
∈ \ ∗ . Να δείξετε ότι η (1) παριστάνει κύκλο για κάθε α ∈ \ ∗
και να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του.
ΛΥΣΗ
x 2 + y 2 − 2ax + 2ay + a 2 = 0
Η (1) γράφεται
(2)
Από την (2) βρίσκουμε ότι
2
2
Α 2 + Β2 − 4Γ = ( −2α ) + ( 2α ) − 4α 2 = 4α 2 > 0
⎛ Α Β⎞
άρα η (1) παριστάνει κύκλο με κέντρο Κ ⎜ − , − ⎟ ή Κ (α , −α )
2⎠
⎝ 2
1
1
και ακτίνα ρ =
Α 2 + Β2 − 4Γ = 2α = α
2
2
4. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου (c) που εφάπτεται στις
ευθείες ( ε1 ) : 2x + y + 1 = 0 και ( ε 2 ) : 2x + 4y − 6 = 0 και το
κέντρο του βρίσκεται στην ευθεία ( ε 3 ) : x + 3y = 8 .
ΛΥΣΗ
Έστω Κ (α, β) το κέντρο του κύκλου. Τότε αφού Κ ∈ (ε3) έπεται ότι
α + 3β = 8 (1)
Ο κύκλος (c) εφάπτεται στις (ε1) και (ε2) άρα
2α + β + 1 2α + 4 β − 6
d ( Κ , ε1 ) = d ( Κ , ε 2 ) ⇔
=
⇔
22 + 12
22 + 42
2α + β + 1 2α + 4 β − 6
⇔
=
⇔ 2 2α + β + 1 = 2α + 4 β − 6 ⇔
5
20
⎧4α + 2 β + 2 = 2α + 4 β − 6 ⎫
⎧2α − 2 β = −8
ή
⇔⎨
⎬⇔⎨
⎩−4α − 2 β − 2 = 2α + 4 β − 6 ⎭
⎩6α + 6 β = 4
⎧⎪ α − β = −4
⎨
⎪⎩3α + 3β = 2
( 2)
( 3)
Το σύστημα
α = −1
(1) α + 3β = 8 ⎫⎪
άρα Κ 1 ( −1,3)
⎬ δίνει
β =3
( 2 ) α − β = −4 ⎪⎭
20
ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ
Όταν μας ζητούν να
βρούμε την εξίσωση
ενός κύκλου:
1. Αν μας δίνουν δύο
σημεία Α και Β του
κύκλου βρίσκω την
μεσοκάθετο του ΑΒ.
Η μεσοκάθετος του
ΑΒ διέρχεται από το
κέντρο του κύκλου.
2. Όταν ένα σημείο Α
ανήκει σε ένα κύκλο
τότε οι συντεταγμένες
του επαληθεύουν την
εξίσωση του κύκλου
και η απόσταση του
κέντρου του κύκλου
από το σημείο Α είναι
ίση με την ακτίνα του
κύκλου.
3
ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ – ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
και το σύστημα
α = −3
( 3) 3α + 3β = 2⎫⎪
⇔
(1) α + 3β = 8 ⎬⎪⎭ β = 11
Είναι ρ1 = d ( Κ 1 , ε1 ) =
3
2 ( −1) + 3 + 1
5
⎛ 11 ⎞
άρα Κ 2 ⎜ −3, ⎟
3⎠
⎝
=
⎛ 2 ⎞
εξίσωση του κύκλου (c1) είναι ( x + 1) + ( y − 3) = ⎜
⎟
⎝ 5⎠
2
3.
Η εξίσωση του
κύκλου με κέντρο το
Ο(0,0) είναι:
x2 + y 2 = ρ2
2
άρα η ζητούμενη
5
2
2
11
+1
4
3
=
Είναι ρ 2 = d ( Κ 2 , ε1 ) =
άρα η εξίσωση του
5
3 5
κύκλου (c2) σ’ αυτή τη περίπτωση είναι
2 ( −3) +
4. Η εξίσωση του
κύκλου με κέντρο το
K ( x0 , y0 ) είναι:
11
⎛ 4 ⎞
( x + 3) + ⎛⎜ y − ⎞⎟ = ⎜
3 ⎠ ⎝ 3 5 ⎟⎠
⎝
(x − x 0 )2 + (y − y 0 )2 = ρ 2
5. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου, ο οποίος διέρχεται από τα
σημεία Α (3, 1) και Β (–1, 3) και το κέντρο του ανήκει στην
ευθεία ε: 3x – y – 2 = 0.
2
2
2
5. Ένας κύκλος με
εξίσωση της μορφής
x 2 + y 2 + Ax + By + Γ = 0
έχει
κέντρο
⎛ A B⎞
και
K⎜− ,− ⎟
2⎠
⎝ 2
ακτίνα
ρ=
A 2 + B 2 − 4Γ
.
2
ΛΥΣΗ
Το κέντρο Κ του κύκλου θα ανήκει, εκτός από την ε, και στη
μεσοκάθετο ζ της χορδής ΑΒ. Λύνοντας το σύστημα των
εξισώσεων των ε και ζ βρίσκουμε τις συντεταγμένες του κέντρου.
Η ακτίνα ρ θα προσδιοριστεί από τη σχέση ρ = (ΚΑ).
Αρχικά υπολογίζουμε το μέσο του τμήματος ΑΒ, που είναι το
⎛ 3 −1 1 + 3 ⎞
Μ⎜
,
⎟ = Μ (1, 2 ) .
2 ⎠
⎝ 2
Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ είναι
3 −1
1
λΑΒ =
=−
−1 − 3
2
1
Από τη σχέση λΑΒ λζ = −1 , παίρνουμε − λζ = −1 , οπότε λζ = 2 .
2
Η εξίσωση της ζ είναι y – 2 = 2 (x – 1) ή αλλιώς y = 2x.
⎧ y = 2x
Το σύστημα ⎨
δίνει x = 2 και y = 4. Έτσι το κέντρο
⎩3 x − y − 2 = 0
του κύκλου είναι το Κ (2, 4) και η ακτίνα του είναι
21
3
ρ = ( ΚΑ ) =
MAΘΗΜΑΤΙΚΑ Β’ ΛΥΚΕΙΟΥ
( 2 − 3) + ( 4 − 1)
2
2
= 10
Τελικά η εξίσωση του κύκλου είναι (x – 2)2 + (y – 4)2 = 10.
6. Δίνονται τα σημεία Κ (2, 5), Λ (7, 0) και Μ (–2, –3). Να
βρείτε την εξίσωση του κύκλου, ο οποίος διέρχεται από τα Κ, Λ
και Μ (δηλαδή να βρεθεί η εξίσωση του περιγεγραμμένου
κύκλου του τριγώνου ΚΛΜ).
ΛΥΣΗ
α’ τρόπος
Έστω x2 + y2 + Αx + Βy + Γ = 0 η ζητούμενη εξίσωση. Η εξίσωση
αυτή επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των Κ, Λ, Μ, αφού αυτά
ανήκουν στον κύκλο. Επομένως θα έχουμε:
⎧
⎫
2 2 + 52 + Α ⋅ 2 + Β ⋅ 5 + Γ = 0
⎧ 2Α + 5Β + Γ = −29 (1)
⎪
⎪⎪
⎪
⎪
7 2 + 02 + Α ⋅ 7 + Β ⋅ 0 + Γ = 0
⎨
⎬ ⇔ ⎨ 7 Α + Γ = −49 ( 2 )
⎪
⎪
⎪
2
2
⎩−2Α − 3Β + Γ = −13 ( 3)
⎩⎪( −2 ) + ( −3) + Α ( −2 ) + Β ( −3) + Γ = 0 ⎭⎪
Λύνουμε τώρα το σύστημα αυτό (τρεις εξισώσεις με τρεις
αγνώστους) με σκοπό να προκύψουν οι τιμές των Α, Β και Γ.
Από τη σχέση (2) προκύπτει Γ = –7Α – 49, οπότε οι σχέσεις (1), (3)
δίνουν:
⎧ 2 Α + 5Β − 7 Α − 49 = −29 ⎫
⎧−5Α + 5Β = 20 ⎫
⎨
⎬⇔⎨
⎬⇔
⎩−2Α − 3Β − 7 Α − 49 = −13⎭
⎩ −9Α − 3Β = 36 ⎭
⎧ −Α + Β = 4 ⎫ ⎧ Α = −4
⇔⎨
⎬⇔⎨
⎩−3Α − Β = 12 ⎭ ⎩ Β = 0
Επομένως Γ = –7Α – 49 = –7 (–4) – 49 = –21. Άρα η ζητούμενη
εξίσωση του κύκλου είναι
x2 + y2 – 4x – 21 = 0 ( ⇔ (x –2)2 + y2 = 25)
2η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Μας ζητούν να βρούμε την
εξίσωση των εφαπτόμενων ενός κύκλου.
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β’ τρόπος
Η μεσοκάθετος κάθε
χορδής ενός κύκλου
διέρχεται
από
το
κέντρο του, οπότε το
κέντρο του κύκλου θα
ανήκει στη μεσοκάθετο του ΚΛ και
στη μεσοκάθετο του
ΛΜ. Βρίσκουμε τις
εξισώσεις των μεσoκαθέτων των ΚΛ, ΛΜ
και στη συνέχεια
λύνουμε το σύστημά
τους.
Προκύπτουν έτσι οι
συντεταγμένες (x0, y0)
του κέντρου Ν του
κύκλου. Η ακτίνα ρ
του κύκλου θα είναι
ίση με την απόσταση
του Ν, για παράδειγμα, από το Κ.
Η εξίσωση του κύκλου
θα είναι τότε η
(x – x0)2 + (y – y0)2 =
ρ2
με τα x0, y0, ρ που
έχουν προκύψει.
3
ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ – ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
1. Να βρεθούν οι εφαπτόμενες του κύκλου C: x2 + ψ2 – 2x – 6ψ
= 0 που είναι κάθετες στην ευθεία ε: x – 3ψ = 12 = 0.
ΛΥΣΗ
2ος τρόπος:
Αρκεί να βρούμε τα
σημεία Α και Β που οι
ε1 και ε2 εφάπτονται
στον C και να φέρουμε
από αυτά ευθείες
κάθετες
στην
ε.
Φέρουμε από το Κ
(1,3)
ευθεία
ζ
παράλληλη
της
ε
1
ζ :ψ − 3 = ( x − 1) ⇔ x
3
.
Η τομή αυτής και του
κύκλου
δίνει
τα
σημεία Α και Β: με:
ψ1 = 2 και ψ2 = 4,
οπότε Α (–2, 2), Β (4,
4).
Ο κύκλος είναι της μορφής:
x2 + ψ2 + Αx + Βψ + Γ = 0 με: Α = –2, Β = –6 και Γ = 0, άρα έχει
1
1
κέντρο: Κ (1, 3) και ακτίνα: ρ =
Α 2 + Β2 − 4Γ =
40 = 10 .
2
2
Έστω ε1 μία εφαπτομένη του κάθετη στην ε. Τότε θα ’χει μορφή: ψ
= λx + k με:
λε1 = –3 (αφού: λε1λε = –1), δηλ.: ψ = –3x + k ή 3x + ψ – k = 0.
Αφού η ε1 είναι εφαπτομένη, η ακτίνα ΚΑ του κύκλου που
καταλήγει σ’ αυτήν είναι κάθετη στην ε1.
Άρα: ( ΚΑ ) = ρ = 10 οπότε:
d (Κ, Α) = ρ ⇒
3 ⋅1 + 3 − k
2
= 10 ⇔ 6 − k = 10 ⇔
12 + 32
⇔ k − 6 = ±10 με k1 = 16 , k2 = −4 .
Άρα ε1: ψ = –3x +16 και ε2: ψ = –3x – 4 είναι οι εφαπτόμενες
κάθετες στην ε.
2. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου.
C: (x – 4)2 + (y + 3)2 = 10 στο σημείο του Α (1, –2)
ΛΥΣΗ
Ο κύκλος έχει κέντρο Κ (4, –3).
α’ τρόπος
---
−3 + 2
1
= − και
4 −1
3
είναι κάθετη στην εφαπτομένη ε του κύκλου στο Α. Επομένως είναι
1
λΑΚλε = –1, οπότε − λε = −1 , απ’ όπου παίρνουμε λε = 3.
3
Έτσι η ε διέρχεται από το σημείο Α (1, –2) και έχει συντελεστή
διεύθυνσης λε = 3, άρα θα έχει εξίσωση y + 2 = 3 (x – 1), δηλαδή
y = 3x – 5.
Η ευθεία ΑΚ έχει συντελεστή διεύθυνσης λΑΚ =
β’ τρόπος
Για ένα τυχαίο σημείο Μ (x, y) του επιπέδου θα είναι
JJJJG JJJG
JJJJG JJJG
Μ ∈ ε ⇔ ΑΜ ⊥ ΑΚ ⇔ ΑΜ ⋅ ΑΚ = 0
23
3
MAΘΗΜΑΤΙΚΑ Β’ ΛΥΚΕΙΟΥ
JJJJG
JJJG
Είναι όμως ΑΜ = (x – 1, y +2) και ΑΚ = (3, –1) οπότε έχουμε:
JJJJG JJJG
ΑΜ ⋅ ΑΚ = 0 ⇔ 3 ( x − 1) − 1( y + 2 ) = 0 ⇔
⇔ 3x − y − 5 = 0 ⇔ y = 3x − 5
Η ισοδυναμία Μ ( x, y ) ∈ ε ⇔ y = 3 x − 5 φανερώνει ότι η εξίσωση
της ε είναι y = 3x – 5.
3. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου C: x2
+ y2 = 5 που διέρχονται από το σημείο Α (–1, 3).
ΛΥΣΗ
Το σύνολο των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Α (–1, 3)
αποτελείται από την ευθεία x = –1 και τις ευθείες της μορφής x – 3
= λ (x + 1), δηλαδή λx – y + λ + 3 = 0.
Η ευθεία x = –1απέχει από το κέντρο Ο (0, 0) του κύκλου
απόσταση ίση με 1 ≠ 5 = ρ , οπότε δεν αποτελεί λύση του
προβλήματος.
Η ευθεία λx – y + λ + 3 = 0 είναι εφαπτομένη του κύκλου C, αν και
μόνο αν d (Ο, ε) = ρ.
λ +3
Όμως: d ( Ο, ε ) = ρ ⇔
= 5 ⇔ 5 λ2 +1 = λ + 3 ⇔
2
λ +1
2
2
⇔ 5 ( λ + 1) = λ + 6λ + 9 ⇔ 4λ 2 − 6λ − 4 = 0 ⇔
⇔ 2λ 2 − 3λ − 2 = 0 ⇔ λ = 2 ή λ = −
1
2
Άρα οι ζητούμενες εξισώσεις είναι 2x – y + 5 = 0 και
1
5
− x− y+ =0
2
2
3η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Μας ζητούν να βρούμε την
σχετική θέση ενός κύκλου.
24
ƒ Η εξίσωση της
εφαπτόμενης κύκλου
με κέντρο το Ο(0,0) σε
ένα
σημείο
του
A(x1 , y1 ) δίνεται από
τον
τύπο:
2
xx1 + yy 1 = ρ
3
ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ – ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ
1. Δίνεται η ευθεία ε: y = λx και ο κύκλος C: x2 + y2 – 4x + 1 = 0
Να βρεθεί ο λ ∈ \ ώστε η ευθεία : (1) να τέμνει τον C, (2) να
εφάπτεται στον C, (3) να μην έχει κοινά σημεία με τον C.
ΛΥΣΗ
ƒ Μια ευθεία (ε) με
ένα κύκλο ακτίνας ρ
και κέντρου Κ:
α) έχουν δύο κοινά
σημεία όταν d(Κ, ε)<ρ
β) δεν έχουν κοινά
σημεία όταν d(Κ, ε)>ρ
γ) εφάπτονται
d(Κ, ε)=ρ
όταν
Τα σημεία των ε και Cμας τα δίνει το σύστημα των εξισώσεών
τους. Αν θέσω λοιπόν στην εξίσωση του C όπου y = λx έχω:
x 2 + λ 2 x 2 − 4 x + 1 = 0 ⇔ (1 + λ 2 ) x 2 − 4 x + 1 = 0
τριώνυμο
με
διακρίνουσα
Δ = 16 – 4 (1 + λ2) = 4 (3 – λ2) που το πρόσημο της φαίνεται στον
παρακάτω πίνακα . Έτσι έχουμε τις εξής περιπτώσεις:
(1) η ευθεία τέμνει τον κύκλο και αυτό συμβαίνει όταν
Δ > 0 ⇔ λ ∈ − 3, 3 .
(
)
(2) η ευθεία εφάπτεται στον C και αυτό συμβαίνει όταν
Δ=0⇔λ =± 3.
(3)
η
ευθεία
δεν
τέμνει
τον
κύκλο
όταν
Δ < 0 ⇔ λ ∈ −∞, − 3 ∪ 3, +∞ .
(
) (
)
2. Να βρεθεί η σχετική θέση των κύκλων C1 και C2 στις
παρακάτω περιπτώσεις:
i) C1: (x – 3)2 + (y – 1)2 = 4 και C2: (x + 1)2 + (y – 4)2 = 1
2
5⎞
1
⎛
2
2
ii) C1: (x – 2) + (y – 1) = 1 και C2: ⎜ x − ⎟ + (y – 1)2 =
2⎠
4
⎝
2
2
2
2
iii) C1: (x – 2) + (y + 1) = 10 και C2: (x + 1) + (y – 2) = 4
--ΛΥΣΗ
i) Ο κύκλος C1 έχει κέντρο Κ1 (3, 1) και ακτίνα ρ1 = 2 και ο C2 έχει
κέντρο Κ2 (–1, 4) και ακτίνα ρ2 = 1. Έχουμε:
( Κ1Κ 2 ) = ( −1 − 3) + ( 4 − 1)
2
2
= 5 > ρ1 + ρ 2
Επομένως οι δύο κύκλοι βρίσκονται ο ένας εκτός του άλλου (και
δεν έχουν κοινά σημεία).
25
3
MAΘΗΜΑΤΙΚΑ Β’ ΛΥΚΕΙΟΥ
ii) Ο κύκλος C1 έχει κέντρο Κ1 (2, 1) και ακτίνα ρ1 = 1 και ο
1
⎛5 ⎞
κύκλος C2 έχει κέντρο Κ 2 ⎜ ,1⎟ και ακτίνα ρ2 = . Έχουμε:
2
⎝2 ⎠
2
5
1
2
( Κ1Κ 2 ) = ⎛⎜ − 2 ⎞⎟ + (1 − 1) = = ρ1 − ρ 2
2
⎝2
⎠
Επομένως οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά. Λύνοντας το σύστημα
των εξισώσεων των δύο κύκλων βρίσκουμε x = 3, y = 1.Αυτό
σημαίνει ότι οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά στο Τ (3, 1).
iii) Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων των δύο κύκλων
βρίσκουμε δύο λύσεις
(x = –1, y = 0) και (x = 1, y = 2)
Επομένως οι κύκλοι έχουν δύο κοινά σημεία, τα οποία είναι τα Τ1
(–1, 0) και Τ2 (1, 2).
4η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Μας ζητούν να βρούμε την
εξίσωση μιας υπερβολής ή έλλειψης ή παραβολής ή
στοιχεία αυτών.
1. Να βρεθεί η εξίσωση παραβολής που είναι συμμετρική ως
προς τον y’y, που έχει κορυφή την αρχή των αξόνων και που
ορίζει πάνω στη διχοτόμο της πρώτης και τρίτης γωνίας, χορδή
μήκους 8 2 .
ΛΥΣΗ
Η ζητούμενη εξίσωση της παραβολής θα είναι της μορφής
(1)
(c) : x2 = 2py
Η εξίσωση της διχοτόμου της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων είναι
y=x
(2)
Τα σημεία τομής της παραβολής (c) και της διχοτόμου είναι οι
λύσεις του συστήματος:
x 2 = 2 py (1) ⎪⎫
⎧ x=0
2
⎬ ⇔ x − 2 py = 0 ⇔ x ( x − 2 p ) = 0 ⇔ ⎨
y=x
( 2 )⎭⎪
⎩x = 2 p
αρα και y = 0
αρα και y = 2 p
26
ƒ Η εξίσωση της
παραβολής C με εστία
⎛p ⎞
E ⎜ , 0 ⎟ και διευθε⎝2 ⎠
p
τούσα
δ:x=−
2
2
είναι:
y = 2px
3
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Άρα τα σημεία τομής είναι τα Ο (0, 0) και Α (2p, 2p). Είναι
d ( O, A ) = 8 2 ⇔
( 2 p − 0) + ( 2 p − 0)
2
2
=8 2 ⇔
⇔ 8 p 2 = 8 2 ⇔ 2 p 2 = 8 2 ⇔ p = 4 ⇔ p = ±4
και επομένως οι ζητούμενες εξισώσεις της παραβολής είναι (i) x2 =
8x και (ii) x2 = –8y.
2. Να βρεθεί η εστία και η διευθετούσα της παραβολής (2y –
1)2 + 3 = (y –2)2 + 7x (1)
ƒ
Η εξίσωση της
έλλειψης C με εστίες
τα σημεία E′(−γ, 0) ,
E( γ, 0) και σταθερό
άθροισμα 2α είναι
x 2 y2
+
= 1,
α 2 β2
όπου
β = α2 − γ 2
ƒ Η εκκεντρότητα της
x 2 y2
+
=1
έλλειψης
α 2 β2
δίνεται από τον τύπο
γ
ε = < 1.
α
ΛΥΣΗ
Η (1) γράφεται και ως εξής
4y2 – 4y + 1 + 3 = y2 – 4 + 4 + 7x ⇔ 3y2 = 7x ⇔ y2 =
7
x
3
7
7
⇔ p = και επομένως η εστία είναι
3
6
⎛p ⎞
⎛7 ⎞
E ⎜ ,0⎟ ή E ⎜ ,0⎟
⎝2 ⎠
⎝ 12 ⎠
p
7
και η εξίσωση της διευθετούσας x = −
ή x=−
12
2
άρα 2 p =
3. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης με κέντρο το Ο(0, 0),
όταν:
1) Έχει εστία το σημείο (–3, 0) και μεγάλο άξονα 8.
2) Έχει εστία το σημείο (0, 4) και μικρό άξονα 6.
3
3) Έχει εστία το σημείο (3, 0) και εκκεντρότητα .
--5
4) Έχει εστία τον x’x, εστιακή απόσταση 4 και περνά από το (2,
3).
5) Διέρχεται από τα σημεία (3, 2) και (0, 4).
ΛΥΣΗ
1)Αφού έχει εστία στον άξονα xx’ το σημείο (–3, 0) είναι –γ = –3
⇔ γ = 3 και αφού το μήκος του μεγάλου άξονα είναι 2α = 8 ⇔ α =
x2 y 2
4. Άρα β2 = α2 – γ2 = 16 – 9 = 7 και έτσι C : +
=1
16 7
27
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2) Αφού έχει εστία στον άξονα yy’ το σημείο (0, 4) είναι γ = 4 και
αφού το μήκος του μικρού άξονα είναι 2β = 6 ⇔ β = 3. Άρα α2 = β2
x2 y 2
+ γ2 = 9 + 16 = 25 ⇔ α = 5 και έτσι C : +
=1
9 25
3) Αφού έχει εστία στον άξονα xx’ το σημείο (3, 0) είναι γ = 3 και
γ 3
αφού η εκκεντρότητα είναι = ⇔ α = 5 . Άρα β2 = α2 – γ2 = 25 –
α 5
2
2
x
y
=1
9 = 16 και έτσι C : +
25 16
4) Αφού έχει εστιακή απόσταση 2γ = 4 ⇔ γ = 2 από α2 = β2 + γ2 =
β2 + 4.
x2 y 2
x2
y2
Έστω C : 2 + 2 = 1 ⇔ 2
+
= 1 η έλλειψη που διέρχεται
α
β
β +4 β2
από το σημείο
22
32
(2, 3), άρα 2
+ 2 = 1 ⇔ β 4 − 9 β 2 − 36 = 0 ⇔ β 2 = 12 , άρα α2
β +4 β
x2 y 2
= 16 και έτσι C : +
=1
16 12
5) Έστω C :
x2 y 2
+
= 1 η έλλειψη που διέρχεται από το σημείο (0,
a2 β 2
16
= 1 ⇔ β = 4 . Επίσης διέρχεται από το σημείο (3, 2), άρα
a2
9
4
x2 y 2
2
1
12
και
έτσι
=1
+
=
⇔
α
=
:
+
C
α 2 16
12 16
4) άρα
4. Να βρεθούν τα μήκη των αξόνων, οι κορυφές, οι εστίες και η
εκκεντρότητα των παρακάτω ελλείψεων:
(1) 25x2 + 16y2 = 400 (2) 3x2 + 4y2 = 48.
ΛΥΣΗ
1) Από 25x2 + 16y2 = 400 ⇔
x2 y2
+
= 1 , με α = 5, β = 4, άρα γ =
16 25
α 2 − β 2 = 3 . Έτσι ο μεγάλος άξονας έχει μήκος 10, ο μικρός
άξονας έχει μήκος 8, κορυφές τα σημεία Α (0, 5), Α’ (0, –5), Β (4,
0),
28
ƒ Η εξίσωση της
υπερβολής C με εστίες
τα σημεία E′(−γ, 0) ,
E( γ, 0) , και σταθερή
διαφορά 2α είναι
x 2 y2
−
= 1,
α 2 β2
όπου
β = γ 2 − α2
ƒ Οι ασύμπτωτες της
υπερβολής
x 2 y2
−
= 1 είναι οι
α 2 β2
ευθείες
β
β
y = x, y = − x
α
α
3
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Β’ (–4, 0), εστίες στον άξονα yy’ οι Ε (0, 3), Ε’ (0, –3) και
3
εκκεντρότητα ε = .
5
2) Από 3x2 + 4y2 = 48 ⇔
x2 y2
+
= 1 , με α = 4, β = 2 3 , άρα γ =
16 12
α 2 − β 2 = 2 . Έτσι ο μεγάλος άξονας έχει μήκος 8, ο μικρός
ƒ Η εκκεντρότητα της
υπερβολής
x 2 y2
−
=1
δίνεται
α 2 β2
από
τον
τύπο:
γ
ε = > 1.
α
Επειδή
γ = α 2 + β2 ,
είναι
ε=
α 2 + β2
,
α
2
⎛β⎞
ε = 1+ ⎜ ⎟
οπότε
⎝α⎠
β
και άρα,
= ε2 − 1 .
α
2
άξονας έχει μήκος 4 3 , κορυφές τα σημεία Α (4, 0), Α’ (–4, 0), Β
(0, 2 3 ), Β’ (0, – 2 3 ), οι εστίες στον άξονα xx’ οι
1
Ε (2, 0), Ε’ (–2, 0) και εκκεντρότητα ε = .
2
5. Να γράψετε την εξίσωση της υπερβολής που έχει κέντρο το
Ο (0, 0), άξονα τον x’x, διέρχεται από το σημείο Μ (8, 2) και
έχει ασύμπτωτες τις ευθείες με εξισώσεις
1
1
y = x και y = − x
2
2
ΛΥΣΗ
Αναζητούμε εξίσωση της μορφής C :
x2
−
y2
=1
α2 β 2
Αφού το σημείο Μ (8, 2) ανήκει στην υπερβολή, θα ισχύει
64 4
−
=1
(1)
α2 β2
Οι ασύμπτωτες της υπερβολής C έχουν, ως γνωστόν, εξισώσεις :
β
β
y = x και y = − x
--α
α
2
β
1
β
1
Συνεπώς θα είναι ± = ± , δηλαδή
=
(2)
2
α
2
α
4
Το σύστημα των εξισώσεων (1) και (2) μας δίνει :
α2 = 48 και β2 = 12
Άρα η εξίσωση της υπερβολής είναι η
29
x2 y 2
−
=1
48 12
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6.
Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής C1 που έχει
5
εκκεντρότητα ε =
και κοινές εστίες με την έλλειψη
4
x2 y 2
=1
C: +
9
4
ΛΥΣΗ
Για την έλλειψη C είναι α2 = 9 και β2 = 4, συνεπώς οι εστίες της θα
βρίσκονται στον άξονα x’x. Επομένως η ζητούμενη υπερβολή θα
x2 y2
έχει εξίσωση C1 : 2 − 2 = 1 (1)
α1
β1
Από την έλλειψη έχουμε ότι γ2 = α2 – β2 ή γ2 = 5
Το γ λοιπόν είναι το ίδιο και για την υπερβολή C1, οπότε έχουμε:
γ
γ
γ2
16
και
ε = ⇔ α1 = , άρα α12 = 2 ή α12 =
α1
ε
ε
5
9
β2 = γ2 – α2 ή β2 =
5
x2 y 2
Επομένως η ζητούμενη υπερβολή έχει εξίσωση C1 :
=1
−
16 9
5
5
7. Να βρείτε τις εστίες, την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες
της υπερβολής με εξίσωση:
i) 25x2 – 16y2 = 400
ii) 4x2 – y2 = 4
iii) 64y2 – 169x2 = 64 ⋅ 169
ΛΥΣΗ
i) Διαιρώντας και τα δύο μέλη με 400, η εξίσωση γράφεται
x2 y2
−
= 1 . Έχουμε α = 4, β = 5 και
16 25
γ = α 2 + β 2 = 16 + 25 = 41
Επομένως οι εστίες είναι Ε’
(−
εκκεντρότητα ισούται με ε =
41
και οι ασύμπτωτες έχουν
4
30
)
41, 0 , Ε =
(
)
41, 0 , η
3
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εξισώσεις y = –
5
5
x και y = x .
4
4
ii) Διαιρώντας και τα δύο μέλη με 4, η εξίσωση γράφεται
y2
x2 −
= 1 . Άρα έχουμε
4
α = 1, β = 2 και γ = 5 , οπότε η υπερβολή έχει εστίες Ε’ (– 5 , 0),
Ε ( 5 , 0), εκκεντρότητα ε = 5 και ασύμπτωτες τις ευθείες με
εξισώσεις y = –2x και y = 2x.
.
iii) Διαιρώντας και τα δύο μέλη με το γινόμενο 64 ⋅ 169, η εξίσωση
y2 x2
−
= 1.
γράφεται
169 64
Έχουμε α = 13, β = 8 και γ = 169 + 64 = 233 , οπότε η υπερβολή
έχει εστίες
233
Ε’ (0, – 233 ), Ε (0, 233 ), εκκεντρότητα ε =
και
13
13
13
ασύμπτωτες τις ευθείες με εξισώσεις y = x και y = − x .
8
8
ƒ Η εφαπτομένη της
παραβολής y 2 = 2px
στο
σημείο
της
M1 (x1 , y1 )
έχει
εξίσωση
yy1 = p(x + x1 )
5η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Μας ζητούν να βρούμε την
εξίσωση των εφαπτόμενων μιας υπερβολής ή έλλειψης ή
παραβολής.
1. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της παραβολής
(c): y2 = 2x που--φέρονται από το σημείο Μ (–4, –1).
ΛΥΣΗ
ƒ Αν μια παραβολή
έχει
εξίσωση
x 2 = 2py , τότε η
εφαπτομένη της στο
σημείο M1 (x1 , y1 ) έχει
εξίσωση
xx1 = p(y + y1 ) .
Κάθε ευθεία που περνά από το Μ (–4, –1) έχει εξίσωση
y + 1 = λ (x + 4)
(1)
Επειδή η (1) θα εφάπτεται της (c) έπεται ότι το σύστημα
⎧ y + 1 = λ ( x + 4 ) (1)
( Σ ) ⎪⎨
y2 = 2x
( 2)
⎪⎩
θα έχει μια λύση. Η (2) λόγω της (1) γίνεται : (λx + 4λ – 1)2 = 2x
⇔ λ2x2 + 2 (4λ2 – λ – 1)x + 16λ2 – 8λ + 1 = 0
(3)
31
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Επειδή το (Σ) θα έχει μια λύση, και η (3) θα έχει μια λύση, άρα
Δ = 0 ⇔ 4 (4λ2 – λ – 1)2 – 4λ2 (16λ2 – 8λ + 1) = 0 ⇔ 8λ2 – 2λ –
1
1
1=0 ⇔ λ= ,λ= −
2
4
1
1
Άρα από (1) για λ = έχουμε: y + 1 = (x + 4) ⇔ x – 2y + 2 = 0
2
2
1
1
και για : λ = − έχουμε: y + 1 = − (x + 4) ⇔ x + 4y + 8 = 0
4
4
ƒ Έστω μια έλλειψη C
με
εξίσωση
2
2
x
y
+ 2 = 1 και ένα
2
α β
σημείο της M1 (x1 , y1 ) .
Η εφαπτομένη της
έλλειψης C στο σημείο
M1 (x1 , y1 )
έχει
εξίσωση:
xx1 yy1
+
=1
α 2 β2
7η ΜΟΡΦΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ: Ασκήσεις που μας ζητούν
την εύρεση γεωμετρικών τόπων
1. Να βρεθεί ο γ.τ. των μέσων των χορδών του κύκλου (c): x2 +
(y – 2)2 = 4, οι οποίες διέρχονται από την αρχή Ο των αξόνων.
ΛΥΣΗ
Έστω Μ (x, y) τυχαίο σημείο του γ.τ. Τότε αν Α (x1, y1) σημείο
του κύκλου (c) θα είναι
⎛ x1 y1 ⎞
⎛ 0 + x1 0 + y1 ⎞
⎛ x + xA y0 + y A ⎞
,
,
Μ⎜ 0
⎟ ή Μ⎜ , ⎟
⎟ ή Μ⎜
2 ⎠
2 ⎠
⎝2 2⎠
⎝ 2
⎝ 2
x
y
άρα x = 1 και y = 1 οπότε x1 = 2 x και y1 = 2 y και επειδή Α
2
2
( x1 , y1 ) ∈ ( c ) έπεται ότι
x12 + ( y1 − 2 ) = 4 ή
2
( 2x ) + ( 2 y − 2)
2
2
= 4 ⇔ 4 x 2 + 4 ( y − 1) = 4 ⇔ x 2 + ( y − 1) = 1
2
2
Άρα ο γ.τ. των μέσων των χορδών που διέρχονται από το Ο είναι ο
κύκλος
2
x 2 + ( y − 1) = 1
32
ƒ Έστω μια υπερβολή
με
εξίσωση
2
2
x
y
− 2 = 1 και ένα
2
α β
σημείο
M1 (x1 , y1 )
αυτής.
Η εφαπτομένη της
υπερβολής στο σημείο
M1 (x1 , y1 )
έχει
εξίσωση:
xx1 yy1
−
=1
α 2 β2
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