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                        Esercizi sui moduli 26/03/2014- Soluzioni
Roberto Pirisi
26 maggio 2014
Esercizio 1. Sia A un anello,
Q {Mi }i∈I una famiglia di A-moduli. Consideriamo
il modulo prodotto diretto i∈I Mi = {(mi )i∈I }, in cui la somma e il prodotto
vanno intesi componente
Q a componente, e il suo sottomodulo somma diretta
⊕i∈I Mi = {(xiQ
)i∈I ∈ i∈I | esistono solo finiti indici tali che xi 6= 0}.
Siano πj : i∈I Mi → Mj e φj : Mj → ⊕i∈I Mi le famiglie di mappe date
rispettivamente dalla proiezione sulle componenti (ai )i∈I → aj e dalle inclusioni
aj → (. . . , 0, aj , 0, . . .).
1. Per ogni A modulo X, e ogni
Q famiglia di mappe fj : X → Mj esiste
un unica mappa f : X → i∈I Mi tale che per ogni indice j si abbia
πj ◦ f = fj .
2. QualsiasiQA-modulo che soddisfi la propriet`
a precedente deve essere isomorfo a i∈I Mi .
3. Per ogni A modulo X, e ogni famiglia di mappe qj : Mj → X esiste un
unica mappa q : ⊕i∈I Mi → X tale che q ◦ φj = qj .
4. Qualsiasi A-modulo che soddisfi la propriet`
a precedente deve essere isomorfo a ⊕i∈I Mi , e l’isomorfismo `e unico.
Q
5. Sono equivalenti: il modulo prodotto diretto i∈I Mi ha la propriet`
a (3),
il modulo somma diretta ⊕i∈I Mi ha la propriet`
a (1), esistono solo finiti
indici i per cui Mi 6= 0.
6. il modulo somma diretta ⊕i∈I Mi `e proiettivo se e solo se ogni Mi `e
proiettivo.
Q
Dimostrazione.
ˆ Possiamo definire la mappa f : X →
i∈I Mi come
f (x) = (fj (x))j∈I , ovvero mandiamo un elemento x nel vettore delle sue
immagini fj (x). La verifica della propriet`a πj ◦ f = fj `e immediata.
L’uQ
nicit`
a della mappa `e data dal fatto che un elemento di m ∈ i∈I Mi `e
determinato univocamente dalle sue proiezioni πj (m).
ˆ Supponiamo di avere un modulo X con delle mappe ρj : X → Mj , che
soddisfi la propriet`
Qa di cui sopra. Questa famiglia di mappe ci d`a una
mappa ρ : Q
X → i∈I Mi , e viceversa la famiglia di mappe πj ci d`a una
mappa π : i∈I Mi → X.
Applicando la propriet`
a sopra vediamo che le due composizioni π ◦ ρ e
ρ ◦ π hanno la propriet`
a che πj ◦ ρ ◦ π = ρj ◦ π = πj e allo stesso modo
ρj = ρj ◦ π ◦ ρ. Per l’unicit`a della mappa indotta da una famiglia fj ,
abbiamo che sia π ◦ ρ che ρ ◦ π devono essere l’identit`a.
1
ˆ Possiamo definire la mappa f come f : mi1 + . . . + mij = fi1 (mi1 ) +
. . . fij (mij ) ovvero f ((mj )j∈I ) = Σj fj (mj ). Questa `e ben definita perch`e
nella somma diretta ogni elemento ha proiezione non nulla solo per un numero finito di indici, ed `e unica perch`e il valore sui generatori (. . . , 0, . . . , 0, m, 0, . . . , 0, . . .)
`e forzato dalla richiesta q ◦ φj = qj .
ˆ Possiamo ripetere il ragionamento fatto in precedenza passo per passo.
Dato un modulo X che soddisfi la propriet`a della somma diretta abbiamo
una famiglia di mappe ψj : Mj → X che assieme alla famiglia phij : Mj →
⊕i∈I Mi ci d`
a due morifsmi le cui composizioni sono entrambe l’identit`a.
ˆ Osserviamo che se il modulo somma diretta ha la propriet`
a del prodotto
diretto allora dobbiamo avere un isomorfismo tra i due compatibile con le
proiezioni πj . Ma ogni elemento della somma diretta ha proiezione non
nulla solo per un insieme finito di indici j, per cui se esistesse anche solo un
elemento del prodotto diretto con infiniti indici non nulli questo sarebbe
impossibile. Quindi devono esistere solo finiti indici per cui Mj `e non
nullo.
Viceversa, se il modulo prodotto diretto rispettasse la propriet`a della somma diretta dovrebbe esistere un isomorfismo tra i due che rispetta le inclusioni φj . L’unica mappa dalla somma diretta al prodotto che rispetti
le inclusioni `e l’inclusione come sottomodulo, ma questa `e suriettiva se e
soltanto se esistono solo finiti indici non nulli. Detto in un altro
Q modo,
delle mappe fj : Mj → X determinanao una mappa dal prodotto i∈I Mi
in X, ma questa non `e in generale unica se il prodotto `e infinito.
ˆ Supponiamo che tutti gli Mi siano addendi diretti di un modulo libero
Ni . Allora le mappe fi : Mi → ⊕i∈I Ni danno una mappa f : ⊕i∈I Mi →
⊕i∈I Ni . D’altronde abbiamo anche delle retrazioni gi : Ni → Mi che
danno una mappa g : N → M , e chiaramente g ◦ f `e l’identit`a (lo `e
componente a componente), quindi `e essa stessa una retrazione e ⊕i∈I Mi
`e un addendo diretto del modulo libero ⊕i∈I Ni .
Viceversa, supponiamo di avere un inclusione f : ⊕i∈I Mi → N , con una
retrazione g : N → ⊕i∈I Mi . Allora f ◦ φi e πi ◦ g sono un inclusione e
una retrazione di Mi in N , quindi se ⊕i∈I Mi `e un fattore diretto di N
allora Mi lo `e per ogni i. (verrebbe voglia di scrivere se e solo se ma senza
aggiungere una condizione di compatibilit`a con le inclsionie le proiezioni
questo `e ovviamente falso)
Esercizio 2. Sia A un dominio a fattorizzazione unica, α un elemento di A non
invertibile. Definiamo A α−1 = A [x](xα − 1) o equivalentemente A α−1 =
S −1 A, S = {αi | i ∈ N}.
1. HomA (A α−1 , A) = 0.
2. A α−1 non `e un A-modulo proiettivo.
Sia ora A un dominio di integrit`
a e α un elemento non invertibile tale che valga
∩i∈N (αi ) = 0. Allora A α−1 non `e un A-modulo proiettivo.
2
Dimostrazione.
ˆ Se esistesse un omomorfismo non nullo di A-moduli f :
A α−1 → A avremmo un qualche elemento a 6= 0 nella sua immagine. Prendiamo una sua controimagine a0 . Allora f (αn α−n a0 ) = a =
αn f (α−n a0 ). Se per qualche n avessimo f (α−n a0 ) = 0 allora a sarebbe
nullo contro l’ipotesi, d’altronde in caso contrario a deve essere divisibile
per αn per ogni n, e questo `e impossibile in un dominio a fattorizzazione
unica a meno che a non sia invertibile.
ˆ Osserviamo che ogni morfismo da A α−1 in An deve essere nullo, in quanto componendolo con le proiezioni An → A otteniamo sempre il morfismo
nullo. Questo `e chiaramente vero anche se prendiamo una somma
diretta
di infinite copie di A. Questo ci dice immediatamente che A α−1 non
pu`
o essere addendo diretto di un modulo libero.
Ora per concludere ci basta osservare nel primo punto non abbiamo usato
l’intera forza della fattorizzazione unica, ma solo il seguente fatto: se a `e un
elemento non invertibile di un dominio a fattorizzazione unica, allora ∩n (an ) =
0.
Esercizio 3. Sia k un campo di caratteristica diversa da 2, e sia A l’anello k [x, y](y 2 − x(x2 − 1)). Nei punti successivi proveremo che A non `e un
dominio a fattorizzazione unica.
1. A `e un k [x]-modulo finitamente generato. Trovare un insieme minimale
di generatori per A.
2. La mappa σ indotta da y → −y `e un autormorfismo di A (sia come
anello che come k [x]-modulo) di ordine due. Definiamo la mappa norma
A
NA
k[x] : A → k [x] come Nk[x] (α) = ασ(α) (dimostrare che l’immagine di
e effettivamente contenuta in k [x]).
NA
k[x] `
3. Usare la mappa norma per dimostrare che gli unici invertibili di A sono
gli elementi non nulli di k.
4. Dimostrare che x e y sono irriducibili in A. (suggerimento: mostrare che
x non appartiene all’immagine della mappa norma, cos`ı come x−1, x+1.)
5. Dimostrare che A non `e un UFD.
Sia ora M l’ideale (x, y) di A, visto come A-modulo. Daremo una dimostraizione alternativa che M non `e un A-modulo libero.
6. Se J `e un ideale non zero di A, allora J `e un A-modulo fedele.
7. L’ideale principale (x) non `e un idale massimale di A. L’ideale M `e un
ideale massimale di A.
8. L’ideale M non `e principale. L’ideale M 2 `e principale.
9. Il modulo MM 2 ha dimensione 1 come spazio vettoriale su AM .
10. M non `e un modulo libero. (suggerimento: M 2 si pu`
o anche vedere come
(M )M )
3
Dimostrazione.
ˆ Dato che y 2 = x(x2 − 1) in A, un insieme minimale di
generatori come k [x]-modulo `e {1, y}. Osserviamo anche che il modulo `e
libero, infatti se avessimo una relazione f (x) + g(x)y = 0 avremmo che
y 2 − x(x2 − 1) | f (x) + g(x)y, che `e impossibile a causa della differenza di
gradi in y.
ˆ Chiaramente la mappa y → −y `e un automorfismo di ordine due. Per verificare che la norma Nk[x] `e contenuta in k [x], osserviamo che Nk[x] (f (x) +
g(x)y) = (f (x) + g(x)y)(f (x) − g(x)y) = f 2 (x) − y 2 g 2 (x) = f 2 (x) − x(x2 −
1)g 2 (x).
ˆ Per prima cosa osserviamo che la mappa norma `e moltiplicativa, ovvero
Nk[x] (ab) = Nk[x] (a)Nk[x] (b). Prendiamo quindi un elemento a = f (x) +
g(x)y di A, e supponiamo che esista un altro elemento b = h(x) + s(x)y
tale che ab = 1 in A. Allora Nk[x] (ab) = Nk[x] (1) = 1 in k [x]. Dato
che gli unici invertibili in k [x] sono gli elementi non nulli di k, abbiamo
quindi che Nk[x] (a) ∈ k ∗ ; ma Nk[x] (f (x)+g(x)y) = f 2 (x)−x(x2 −1)g 2 (x),
e i due termini hanno uno grado pari e l’altro dispari, da cui otteniamo
g(x) = 0, f (x) ∈ k ∗ .
ˆ Se x fosse riducibile, diciamo x = ab allora anche la sua immagine tramite
la mappa norma Nk[x] (x) = Nk[x] (a)Nk[x] (b) lo sarebbe. Ma la sua immagine `e x2 , quindi l’unica possibilit`a `e che Nk[x] (a) = λx con λ ∈ (k ∗ ).
Quindi in particolare λx `e la norma di qualche elemento di A. Ma questo
`e impossibile perch`e il minimo grado dispari che pu`o essere assunto da
una norma `e 3, come si pu`o vedere dalla formula Nk[x] (f (x) + g(x)y) =
f 2 (x)+x(x2 −1)g 2 (x). Lo stesso ragionamento ci dice che λ(x−1), λ(x+1)
non possono appartenere all’immagine della norma, d’altronde Nk[x] (y) =
−y 2 = −x(x + 1)(x − 1) e se y fosse riducibile avremmo che l’immagine di
uno dei suoi fattori sarebbe in questa forma.
ˆ Possiamo quindi concludere che A non `e un UFD osservando che x divide
y 2 ma non `e uguale a un multiplo di y.
Passiamo ora alla seconda parte dell’esercizio. Ricordiamo che in generale un
ideale di un dominio non `e mai un modulo libero a meno che non sia principale,
perch`e dati due qualsiasi elementi a, b abbiamo la relazione b(a) − a(b) = 0.
l’ultima parte della dimostrazione quindi sar`a in realt`a superflua ma illustra
alcuni ragionamenti molto importanti.
ˆ Ci basta osservare che essendo y 2 − x(x2 − 1) irriducibile (basta vedere che
non si pu`
o dividere per un elemento di grado 1) A `e un dominio, quindi
ogni suo ideale `e un modulo fedele e privo di torsione.
ˆ Se quozientiamo per (x) otteniamo un anello in cui y 6= 0, y 2 = 0, quindi
chiaramente non un campo. D’altro canto (x, y) `e un massimale di k [x, y]
contenente y 2 − x(x2 − 1), quindi `e un massimale di A.
ˆ M 2 = (x2 , y 2 , xy) = (x2 , x(x − 1)(x + 1), xy) = (x), mentre M non pu`
o
essere principale perch`e contiene due irriducibili, x e y, che non si dividono
a vicenda.
ˆ MM 2 `e generato da y come AM -modulo.
4
ˆ Se M fosse libero, non essendo principale, dovrebbe essere isomorfo ad
n
n
An per qualche n > 1. D’altronde A M An = AM 6= M(M )M =
M 2 ' A .
M
M
Esercizio 4. Sia M un A-modulo. Dimostrare che esiste una successione esatta
di A-moduli . . . → Mn → . . . → M1 → M0 = M → 0 dove i moduli Mi , i > 0
sono liberi. Una tale successione esatta viene detta risoluzione libera di M , e
dato che i moduli liberi sono proiettivi, questa `e anche una risoluzione proiettiva
di M . Questa risoluzione `e unica?
Dimostrazione. Prendiamo un insieme di generatori {mi | i ∈ I} per M . questo
ci d`
a una mappa f : ⊕i∈I A → M data da f ((ai )i∈I ) = Σi∈I ai mi . Abbiamo
quindi una prima mappa M1 → M → 0 dove M1 `e libero. Ora consideriamo il
Kernel K di f . Possiamo prendere un suo insieme di generatori {kj | j ∈ J} e
considerare la composizione ⊕j∈J A → K → M1 → M → 0. Abbiamo quindi
costruito una seconda mappa M2 → M1 → M → 0 con M1 , M2 liberi. Ormai `e
chiaro come proseguire: prendiamo ad ogni passo il kernel dell’ultima mappa costruita e consideriamo un suo insieme di generatori. Ragionando induttivamente
otteniamo la risoluzione libera cercata. Vale la pena di osservare che questa non
`e unica in nessun senso ragionevole del termine, in quanto nn solo gli insiemi
di generatori possono variare drasticamente, ma potremmo anche aggiungere
elementi in pi`
u mandandoli in un qualsiasi elemento a caso di M .
5


                

    
            
            
                
                    
                     Download
                
                
                    
                     Report
                
            

            
                
            

        

    
                
            






        

    
    
        
            
                
                    
                        [image: LE P A RO LE C H IA V E]
                    
                    
                        LE P A RO LE C H IA V E
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Wesen und Signatur der Heilpflanzen: Die Gestalt als Schlüssel zur]
                    
                    
                        Wesen und Signatur der Heilpflanzen: Die Gestalt als Schlüssel zur
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Downtown Exhibition]
                    
                    
                        Downtown Exhibition
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: CORSO BASE COMPLETO DIEN CHAM/N]
                    
                    
                        CORSO BASE COMPLETO DIEN CHAM/N
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Istruzioni Service Pack INE-S900]
                    
                    
                        Istruzioni Service Pack INE-S900
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Presentazione - I.C. W. A. Mozart]
                    
                    
                        Presentazione - I.C. W. A. Mozart
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: reticolo principale (rp) - Ambiente - Regione Emilia]
                    
                    
                        reticolo principale (rp) - Ambiente - Regione Emilia
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Documento PDF - Università degli Studi di Padova]
                    
                    
                        Documento PDF - Università degli Studi di Padova
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: GSI - Gestione Informatizzata Segreteria Studenti]
                    
                    
                        GSI - Gestione Informatizzata Segreteria Studenti
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: lezioni del corso]
                    
                    
                        lezioni del corso
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Scheda Tecnica]
                    
                    
                        Scheda Tecnica
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: BS3000MAP BS3000LCR EVO MAP BS3000LCR EVO MAP WI]
                    
                    
                        BS3000MAP BS3000LCR EVO MAP BS3000LCR EVO MAP WI
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: A4 - QGIS Tutorials and Tips]
                    
                    
                        A4 - QGIS Tutorials and Tips
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: E-book FrancoAngeli - Franco Angeli Editore]
                    
                    
                        E-book FrancoAngeli - Franco Angeli Editore
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Elenco completo degli abstracts]
                    
                    
                        Elenco completo degli abstracts
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Laurea magistrale in Scienze della Natura]
                    
                    
                        Laurea magistrale in Scienze della Natura
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: ELEMENTI DI TEORIA DEGLI INSIEMI Dispensa 5 Mauro Di Nasso]
                    
                    
                        ELEMENTI DI TEORIA DEGLI INSIEMI Dispensa 5 Mauro Di Nasso
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Qui - Seminari di Equazioni Differenziali e Sistemi Dinamici (2014-15)]
                    
                    
                        Qui - Seminari di Equazioni Differenziali e Sistemi Dinamici (2014-15)
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Documento PDF]
                    
                    
                        Documento PDF
                    

                

            

        
            
                
                    
                        [image: Balanced Scorecard (BSC) Giovanni Maglione]
                    
                    
                        Balanced Scorecard (BSC) Giovanni Maglione
                    

                

            

            




    
        
            
                
                    
                        Paperzz.com

                        	Explore
                                                                                    
	About Paperzz
                            
	Contacts
                        


                    

                    
                                                    
                                
                            

                                            

                    
                        Your Paperzz

                        	Log in
                                
	Create new account
                                                    


                    

                

            

        


        
            
                
            
        


        
            
                
                    
                        
                            © Copyright 2024 Paperzz                        

                    

                    
                        	About Paperzz
                            
	DMCA / GDPR
                            
	Report
                        


                    

                

            

        

    

















[image: ]










